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Lời nói đầu 


Hệ phương trình Dại số nói chung và hệ phương trình Đại số hai ẩn nói riêng là một phần 
quan trọng của phần Dại số giảng dạy ở THPT . Nó thường hay xuất hiện trong các kì thi học 
sinh giỏi và kì thi tuyển sinh Dại học - Cao đẳng. 

Tất nhiên để giải tốt hệ phương trình hai ẩn không phải đơn giản . cần phải vận dụng tốt 
các phương pháp, hình thành các kĩ năng trong quá trình làm bài. Trong các kì thi Dại học, câu 
hệ thường là câu lấy điểm 8 hoặc 9. 

Dây là một tài liệu tuyển tập nhưng khá dày nên tôi trình bày nó dưới dạng một cuốn sách 
có mục lục rõ ràng cho bạn đọc dễ tra cứu. Cuốn sách là tuyến tập khoảng 400 câu hệ đặc sắc, 
từ đơn giản, bình thường, khó, thậm chí đến đánh đố và kinh điển. Dặc biệt, đây hoàn toàn là 
hệ Dại số 2 ấn. Tôi muốn khai thác thật sâu một khía cạnh của Dại số. Nếu coi Bất đẳng thức 
3 biến là phần đẹp nhất của Bất đẳng thức, mang trong mình sự uy nghi của một ông hoàng thì 
Hệ phương trình Dại số 2 ẩn lại mang trong mình vẻ đẹp giản dị, trong sáng của cô gái thôn 
quê làm say đắm biết bao gã si tình. 

Xin cảm ơn các bạn, anh, chị, thầy cô trên các diễn đàn toán, trên Ịacebook đã đóng góp và 
cung cấp rất nhiều bài hệ hay. Trong cuốn sách ngoài việc đưa ra các bài hệ tôi còn lồng thêm 
một số phương pháp rất tốt để giải. Ngoài ra tôi còn giới thiệu cho các bạn những phương pháp 
đặc sắc của các tác giả khác . Mong đây sẽ là một nguồn cung cấp tốt những bài hệ hay cho 
giáo viên và học sinh. 

Trong quá trình biên soạn cuốn sách tất nhiên không tránh khỏi sai sót. Thứ nhất, khá nhiều 
bài toán tôi không thể nêu rõ nguồn gốc và tác giả của nó. Thứ hai : một số lỗi này sinh trong 
quá trình biên soạn, có thể do lỗi đánh máy, cách làm chưa chuẩn, hoặc trình bày chưa đẹp do 
kiến thức về DTpỷC còn hạn chế. Tác giả xin bạn đọc lượng thứ. Mong rằng cuốn sách sẽ hoàn 
chỉnh và thêm phần đồ sộ. Mọi ý kiến đóng góp và sửa đổi xin gửi về theo địa chỉ sau đây : 
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Chương 1 

Một số phương pháp và các loại hệ cơ 
bản 

1.1 Các phương pháp chính để giải hệ phương trình 

I. Rút X theo y hoặc ngược lại từ một phương trình 

II. Phương pháp thế 

1. Thế hằng số từ một phương trình vào phương trình còn lại 

2. Thế một biểu thức từ một phương trình vào phương trình còn lại 

3. Sử dụng phép thế đối với cả 2 phương trình hoặc thế nhiều lần. 

III. Phương pháp hệ số bất định 

1. Cộng trừ 2 phương trình cho nhan 

2. Nhân hằng số vào các phương trình rồi đem cộng trừ cho nhau. 

3. Nhân các biểu thức của biến vào các phương trình rồi cộng trừ cho nhan 

IV. Phương pháp đặt an phụ 

V. Phương pháp sử dụng tính đơn điệu của hàm số 

VI. Phương pháp lượng giác hóa 

VII. Phương pháp nhân chia các phương trình cho nhau 

VIII. Phương pháp đánh giá 

1. Biến đổi về tổng các đại lượng không âm 

2. Đánh giá sự ràng bnộc trái ngược của ẩn, của biển thức, của một phương trình 

3. Đánh giá dựa vào tam thức bậc 2 

4. Sử dụng các bất đẳng thức thông dụng để đánh giá 

IX. Phương pháp phức hóa 


X. Kết hỢp các phương pháp trên 
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Chương 1. Một số phương pháp và các loại hệ cơ bản 


1.2 Môt số loai hê cơ bản 



II. Cách giải 

1. Thế 

2. Cộng đại số 

3. Dùng đồ thị 

4. Phương pháp định thức cấp 2 

B. Hệ phương trình gồm một phương trình bậc nhất và một phương trình bậc hai 



ax 2 + hy 2 + cxy + dx + ey + / = 0 


II. Cách giải: Thế từ phương trình bậc nhất vào phương trình bậc hai 

c. Hệ phương trình đối xứng loại I 

I. Dấu hiệu 

Đổi vai trò của X và y cho nhau thì hệ đã cho không đổi 

II. Cách giải: 

Thường ta sẽ đặt ẩn phụ tổng tích X + y = s, xy = p ( s 2 > 4 p) 

D. Hệ phương trình đối xứng loại II 

I. Dấu hiệu 

Đổi vai trò của X và y cho nhau thì phương trình này biến thành phương trình kia 

II. Cách giải: 

Thường ta sẽ trừ hai phương trình cho nhau 

E. Hệ đẳng cấp 

I. Dấu hiệu 



ax 3 + bx 2 y + cxy 2 + dy 3 = e 
a'x 3 + ưx 2 y + c'xy 2 + d'y 3 = e' 


Đẳng cấp bậc 3 


II. Cách giải: 

Thường ta sẽ đặt X — ty hoặc y = tx 

Ngoài ra còn một loại hệ nữa tôi tạm gọi nó là bán đẳng cấp, tức là hoàn toàn có thể đưa 
về dạng đẳng cấp được .Loại hệ này không khó làm, nhưng nhìn nhận ra được nó cần phải 
khéo léo sắp xếp các hạng tử của phương trình lại. Tôi lấy một ví dụ đơn giản cho bạn đọc 



Với hệ này ta chỉ việc nhân chéo vế với vế sẽ tạo thành đẳng Cấp. Và khi đó ta có quyền 
chọn lựa giữa chia cả 2 vế cho y 3 hoặc đặt X — ty 
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Chương 2 

Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


2.1 Câu 1 đến câu 30 



Giải 

Dễ dàng nhận thấy đây là một hệ đẳng Cấp bậc 3, bình thường ta cứ nhân chéo lên rồi chia 2 
vế cho X 3 hoặc y 3 . Nhưng hãy xem một cách giải tinh tế sau đây: 

Lấy (2) — (1) ta được : 2xy(x — y) = 12 (3) 

Lấy (1) — (3) ta được : (a; — y ) 3 = l<^i = f/ + l 

Vì sao có thể có hướng này ? Xin thưa đó là dựa vào hình thức đối xứng của hệ. Ngon lành 
rồi. Thay vào phương trình đầu ta được 

(</ + l) 2 + V 2 = 13 e " ị ĩ 2 _ 3 
Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (3; 2), (—2; —3)D 



Giải 

Để ý như sau : Phương trình 1 gồm bậc ba và bậc nhất. Phương trình 2 gồm bậc 2 và bậc 0 
(hằng số). 

Rõ ràng đây là một hệ dạng nửa đẳng cấp. Ta sẽ viết lại nó để đưa về đẳng Cấp 
Hệ đã cho tương đương : 

j X 3 — y 3 = 8x + 2y 

\ X 2 — 3 y 2 — 6 

Giờ ta nhân chéo hai vế để đưa nó về dạng đẳng Cấp 

<3- 6 (x 3 — y 3 ) — (8x + 2 y) [x 2 — 3 y 2 ) 2 x (3 y — x) (% + x) = 0 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


THI : X = 0 thay vào (2) vô nghiệm 
TH2 : X — 3y thay vào (2) ta có: 

y = l,x = 3 
y — —l,x — —3 

TH3 : X = —ẩy thay vào (2) ta có: 


6 y 2 = 6 


13 y 2 = 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = 




Câu 3 

1 



X 2 + y 2 — 3x + 4y = 1 
3x 2 — 2 y 2 — 9x — 8y = 3 


Giải 


Để ý khi nhân 3 vào PT(1) rồi trừ đi PT(2) sẽ chỉ còn y . Vậy 


3.PT(1) - PT{ 2) oy 2 + 4y = 0o 


y — 0 X — 


y = — 4 4tx = 


3±V7 

2 _ 
3 ± VỸ 


3 i V7 \ /3 ^ 77 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — ị ——; 0 Ị , Ị ———; —4 I □ 


Câu 4 

1 



X 2 + xy + y 2 = 19(x — y) 
X 2 — xy + y 2 = 7 (x — y) 


Giải 

Nhận xét vế trái đang có dạng bình phương thiếu, vậy ta thử thêm bớt để đưa về dạng bình 
phương xem sao. Nên đưa về (x — y) 2 hay (x + y) 2 . Hiển nhiên khi nhìn sang vế phải ta sẽ 
chọn phương án đầu 

f (x — y) 2 + 3 xy — 19{x — y) 2 
Hệ đã cho tương đương < ; (2 v ' 

l \x-y) +xy = 7 (x-y) 

Đặt X — y — a và xy — b ta có hệ mới 
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X — 0, y — 0 
x = 3,y = 2 
X = -2,y = -3 

Vậy hệ đã cho có nghiệm :(x; y) — (0; 0), (3; 2) (—2; —3) □ 


b = 6 á 2 
a 2 + b = 7a 




a = 0, b = 0 
a — 1, b — 6 







Câu 5 

1 



X 3 + x 3 y 3 + y 3 = 17 
X + xy + y = 5 


Giải 

Hệ đối xứng loại I rồi. No problem!!! 

ỊT„ f (x + y ) 3 — 3xy(x + y) + (xy) 3 — 17 

Hệ đã cho tương đương < ; ; 7 7 

[ (x + y) + xy = 5 

Đặt X + y = a và xy = b ta có hệ mới 

Ị X + y = 2 

x = 2,y = 1 
x = l,y = 2 

1 xy = 2 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (1; 2), (2; !)□ 


3 ab + b 3 = 17 


a + b = 5 




a = 2, b = 3 
a = 3, b = 2 




ì xy = 3 
J X + y = 3 




Câu 6 

1 



x(x + 2)(2x + y) = 9 
X 2 + 4x + y = 6 


Giải 

Đây là loại hệ đặt ẩn tổng tích rất quen thuộc 

f (x 2 + 2x) (2x + y) = 9 

Hệ đà cho tương đương I p Ị q ' + ( 7 X 7 y) 1 6 
Đặt X 2 + 2x = a và 2x + y = b ta có hệ mới 


Ị ab = 9 
\ a + b = 6 


<í=> a = ò = 3 <í=> 


X 2 + 2x = 3 
2x + y = 3 




X = 1,1/ = 1 

X = —3, y = 9 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) = (1; 1), (—3; 9)D 


Câu 7 

1 



x + y- ựxỹ = 3 
\Jx + 1 + yjy + 1 = 4 


Giải 

Không làm ăn gì được ở cả 2 phương trình, trực giác đầu tiên của ta là bình phương để phá sự 
khó chịu của căn thức 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


(2) +> X + y + 2 + 2-ựxy + X + y + 1 = 16 
Mà từ (1) ta có X + y = 3 + -ựxỹ nên 

(2) 3 + yjxỹ + 2 + 2 J'xy + y/xỹ + 4 = 16 +> yfxỹ = 3 +> < ^ X — y — 3 

V Ị X I y — 0 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; ỉ/) = (3; 3)D 


Câu 8 

1 



\Jx + 5 + y/y -2 — 7 
\Jx-2 + Vỉ/ + 5 = 7 


Giải 

Đối xứng loại II. Không còn gì để nói. Cho 2 phương trình bằng nhau rồi bình phương tung 
tóe để phá sự khó chịu của căn thức 
Điều kiện : X, y > 2 
Từ 2 phương trình ta có 


Vx + 5 + \Jy-2 = yj X 2 + y/y - 5 

+> X + I/ + 3 + 2y/(x + 5) ( 2 / — 2) = X + y + 3 + 2y/(x — 2)(y + 5) 
<ỉ=> y/(^ + 5) ( 2 / - 2) = a/Oe - 2) ( 7 / + 5) X = y 

Thay lại ta có 


\Jx + 5 + x/a; — 2 = 7 +> £ = 11 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (11; 11) □ 


Câu 9 

1 



\J X 1 + y 2 + y/2 xy = 81/2 

x + Vỹ = 4 


Giải 

Hệ đã cho có vẻ là nửa đối xứng nửa đẳng Cấp, để ý bậc của PT(2) đang nhỏ hơn PT(1) một 
chút. Chỉ cần phép biến đổi bình phương (2) sẽ vừa biến hệ trở thành đẳng cấp vừa phá bỏ 
bớt đi căn 
Điều kiện : X, y > 0 
Hệ đã cho 


Ị V 2 (x 2 + y 2 H 2 Víỹ = 16 

\ X + y + 2y/xỹ — 16 


•v^> -ự 2 ( X 2 + y 2 ) —x + y^x — y 


Thay lại ta có : 2y/x = 4<»x = 4 
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Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; ỳ) — (4; 4)D 


Câu 10 

J 6x 2 — 3 xy + X = 1 — y 


Ị X 2 + y 1 = 1 


Giải 


Một cách trực giác khi nhìn thấy hệ chứa tam thức bậc 2 đó là thử xem liệu có phân tích được 

thành nhân tử hay không ? Ta sẽ thử bằng cách tính A theo một ẩn có chính phương hay 

không. Ngon lành là PT(1) A x đẹp như tiên. 

Phương trình đầu tương đương ( 3x — l){2x — y + 1) = 0 

™ „ 1 2^2 

Với X = - => y = ±— — 

Q a Q 


Với y = 2x + 1 => X 2 + (2x + l) 2 = 1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) — 



X — 0 , y — 1 

4 -3 

x= ~l y= 5 




□ 


Câu 11 

1 



X — 2y — ựxỹ = 0 
\Jx — 1 + y/Ay — 1 = 2 


Giải 

Phương trình đầu là dạng đẳng Cấp rồi 

Điều kiện X > 1, y > T 

4 , _ 

Từ phương trình đầu ta có : (y/x + y/ỹ) (y/x — 2y/ỹ) = 0 <í=> X = Ay 
Thay vào (2) ta có 

y/x — 1 + yjx — 1 = 2 X = 2 
Vậy hệ đã cho có nghiệm ịx\ỳ) — ^2; □ 


Câu 12 

1 



xy + X + y = X 2 — 2 y 2 
Xy/2ỹ — y\/x — 1 = 2x — 2 y 


Giải 


Điều kiện : X > 1, y > 0 
Phương trình đầu tương đương 


(x + ỳ) (2 y -1 + 1) =0tt 


x = -y 
X = 2y + 1 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Với X = —y loại vì theo điều kiện thì X, y phải cùng dấu 
Với X — 2y + 1 thì phương trình 2 sẽ tương đương 

(2 y + 1) V 2 ỹ - yV^ỹ = 2 y + 2 V^ỹ{y + l) = 2y + 2^y = 2=>x = 5 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (5; 2)D 


Câu 13 

1 



\Ị X + 1 + A Jy + 2 — 6 
X + y — 17 


Giải 


Điều kiện X, y > —1 

Hệ đã cho tương đương I 'ẸỊĨ ) l^ ) Zl ữ 

Đặt \Jx + 1 = a > 0, A Jy + 2 = b > 0. Hệ đã cho tương đương 


J a + b = 6 

a = 4, b = 2 

\ a 2 + ò 2 = 20 ^ 

a = 2, 6 = 4 ^ 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; ỳ) — (15; 2), (3; 14)□ 


X = 15, y = 2 
X — 3, y — 14 


Câu 14 




y 2 — (5x + 4) (4 — x) 

y 2 — 5x 2 — 4 xy + 1&X — 8y + 16 = 0 


Giải 


Phương trình 2 tương đương 


y 2 + (5x + 4) (4 — x) — 4 xy — 8y = 0 2 y 2 — 4 xy — 8y = 0 <=> 


y = 0 

y = 2x + 4 


Với y — 0 thì suy ra : (5x + 4) (4 — x) = 0 <=> 


X = 4 

4 

X — —- 

5 


Với y = 2x + 4 thì suy ra (2x + 4) 2 = (5x + 4) (4 — x) X = 0 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (4; 0), Ị — p; 0 ) , (0; 4)D 


Câu 15 

1 



X 2 — 2 xy + X + y = 0 
X 4 — Ax 2 y + 3x 2 + y 2 = 0 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 
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{ ỳ\ y y} f 3 V J(t 2y) =0 * ^ - !) 2 + = 0 « **(*» - ^ - 4 > = 0 




■ X = 0 , 2 / = 

»= 1 « 

. y = 2,x = 


0 

1 u 2 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) = (0; 0), (1; 2), (2; 2)D 


Câu 16 

1 



X + y + xy(2x + y) = 5 xy 
X + y + xy(3x — y) = Axy 


PT( 1) — PT{2) xy(2y — x) — xy ^ 

Với xí/ = 0^ĩ: + ỉ/ = 0<»x = ỉ/ = 0 
Với X = 2y — 1 


Giải 

xy = 0 
X = 2y — 1 


(2y-l)+y+ (2 y - l)y(5y - 2) = 5(2y - l)y ^ 


ỉ/ = l,x = 1 

9-VĨĨ 1 + a /41 

v - 20 ’ x ~~ _ 10 
9 + vĩĩ Vỉĩ-l 
y = —V—,x = 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) = (0; 0), (1; 1), 


20 10 

1 + yĩĩ 9 -^ 41 ^ (Vĩĩ-l 9 + a/ 4 Ĩ' 


10 


20 


10 


20 


□ 


Câu 17 

1 



X 2 — xy + y 2 = 3 


2x 3 — 9y 3 — (x — y)(2xy + 3) 


Giải 

Nến chỉ xét từng phương trình một sẽ không làm ăn được gì. Nhưng để ý 2 người này bị ràng 
buộc với nhau bởi con số 3 bí ẩn. Phép thế chăng ? Đúng vậy, thay 3 xuống dưới ta sẽ ra một 
phương trình đẳng Cấp và kết qưả đẹp hơn cả mong đợi 
Thế 3 từ trên xuống dưới ta có 

2x 3 — 9y 3 = (x — y) (x 2 + xy + y 2 ) X 3 = 8y 3 X = 2y 

(1) 4 » 3y 2 = 3 4» y = ±1, X = ±2 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; ỳ) — (2; 1), (—2; —!)□ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 18 

1 



ựx + y + V x ~y = 1 + 

x + ựỹ=l 


y 


Giải 


Điều kiện :x > y > 0 
Phương trình đầu tương đương 


\ịx + y - 1 = y/x - y {y/x + y - l) «=> 


y/x + y = l ^ \ x = y/l-y 

sjx - y = 1 [ X = a/1 + y 


Từ đó =>■ 


V 1 -y + Vỹ_ = 1 
\/y + 1 + y/ỹ — 1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm {x\ỳ) — 


y — 0 , X — 1 

y = í,x = 0 (L) 

y — 0 , X — 1 
( 1 ; 0)0 


Câu 19 

1 



2x-y=l + ựxỤỹTĨ) 
X 3 — y 2 = 7 


Giải 


Điền kiện : x(y + l) > 0 
Từ (2) dễ thấy X > 0 =>■ y > — 1 

(1) (ựx - y/y + l) (2ựx + Vỹ + l) = 0<t»x = |/ + l 
=> (y + l) 3 — y 2 = 7 y = 1, X = 2 
Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; ?/) = (2; !)□ 


Từ câu 20 trở đi tôi xin giới thiệu cho các bạn một phương pháp rất mạnh để 
giải quyết gọn đẹp rất nhiều các hệ phương trình hữu tỉ. Đó gọi hệ số bất định 
(trong đây tôi sẽ gọi nó bằng tên khác : UCT). Sẽ mất khoảng hơn chục ví dụ để 
diễn tả trọn vẹn phương pháp này 

Trước hết điểm qua một mẹo phân tích nhân tử của đa thức hai biến rất nhanh bằng máy 
tính Casio. Bài viết của tác giả nthoangcưte. 


Ví dụ 1 : A = X 2 + xy — 2 y 2 + 3x + 36 y — 130 

Thực ra đây là tam thức bậc 2 thì có thể tính A phân tích cũng được. Nhưng thử phân tích 
bằng Casio xem . 

Nhìn thấy bậc của X và y đều bằng 2 nên ta chọn cái nào cũng được 
Cho y = 1000 ta được A = X 2 + 1003x - 1964130 = (x + 1990) (x - 987) 

Cho 1990 = 2y - 10 và 987 = y - 13 
A = (x + 2 y — 10) (x — y + 13) □ 


Ví dụ 2 : B = Qx 2 y — 13 xy 2 + 2 y 3 — 18x 2 + 10 xy — 3 y 2 + 87x — 14 y + 15 
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Nhìn thấy bậc của X nhỏ hơn, cho ngay y = 1000 
B = 5982X 2 - 12989913X + 1996986015 = 2991 (2x - 333) (x - 2005) 

Cho 2991 = 3y - 9 ,333 = 2005 = 2y + 5 

o 


B = (3y- 9) Ỉ2X - 


(x — 2y — 5) = (y — 3) ( 6x — y + 1) (x — 2y — 5) □ 


Ví dụ 3 : c = X 3 — 3 xy 2 — 2y 3 — 7x 2 + 10 xy + 17 y 2 + 8x — 40 y + 16 
Bậc của X và y như nhau 

Cho y = 1000 ta được c = X 3 - 7x 2 - 2989992x - 1983039984 
Phân tích c= (x — 1999) (x + 996) 2 
Cho 1999 = 2y-l và 996 = y- 4 
c = (x — 2y + 1) (x + y — 4) 2 D 


Ví dụ 4 : D = 2x 2 y 2 + X 3 + 2y 3 + 4x 2 + xy + 6 ý 2 + 3x + 4y + 12 
Bậc của X và y như nhau 

Cho y = 1000 ta được D = (x + 2000004) (x 2 + 1003) 

Cho 2000004 = 2y 2 + 4 và 1003 = y + 3 
D = (x + 2 y 2 + 4) (x 2 + y + 3) 


Ví dụ 5 : E = x 3 y + 2x 2 y 2 + 6 x 3 + 11 x 2 y — xy 2 — 6x 2 — 7xy — y 2 — 6x — 5y + 6 
Bậc của y nhỏ hơn 

Cho X = 1000 ta được E = 1998999?/ 2 + 1010992995?/ + 5993994006 = 

2997 (667 y + 333333) (y + 6) 

Ảo hóa E=999 (2001 y + 999999) (y + 6) 

Cho 999 = X — 1, 2001 = 2y+l, 999999 = X 2 - 1 
E — (x — 1) (y + 6) (x 2 + 2 xy + ?/ — !)□ 


Ví dụ 6 : F — 6 x A y + 12 x 3 y 2 + 5 x 3 y — 5 x 2 y 2 + Qxy 3 + X 3 + 7x 2 y + 4 xy 2 — 3 y 3 — 2x 2 — 8 xy + 
3 y 2 — 2x + 3y — 3 
Bậc của y nhỏ hơn 

Cho X = 1000 ta được F = 5997 y 3 + 11995004003?/ 2 + 6005006992003?/ + 997997997 
Phân tích F= (1999?/ + 1001001) (3y 2 + 5999000?/ + 997) 

Cho 1999 = 2x - 1,1001001 = X 2 + X + 1, 5999000 = Qx 2 - x,997 = X -3 
F — (x 2 + 2xy + X — y + 1) (6 x 2 y — xy + 3 y 2 + X — 3) □ 


Làm quen được rồi chứ ? Bắt đầu nào 



Giải 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Lời giải gọn đẹp nhất của bài trên là 


25.PT(1) + 50.PT(2) 4» (15x + 5 y- 7)(15x + 5y + 17) = 0 


Đến đây dễ dàng tìm được nghiệm của hệ : (x; y) — 



11 2 
25’ 25 


□ 


Câu 21 

\ 



Ux 2 - 21 y 2 -6x + 45y-u = 0 
35x 2 + 28 y 2 + 41x - 122 y + 56 = 0 


Giải 

Lời giải gọn đẹp nhất của bài này là 

49.PT(1) - 15.PT(2) 4» (161x - 483y + 218)(x + 3y-7) = Q 
Và đến đây cũng dễ dàng tìm ra nghiệm (x; y) — (—2; 3), (1; 2)D 


Qua 2 ví dụ trên ta đặt ra câu hỏi : Vì sao lại thế ? Cái nhóm thành nhân tử thì tôi không 
nói bởi ắt hẳn các bạn đã đọc nó ở trên rồi. Vì sao ở đây là tại sao lại nghĩ ra những hằng số 
kia nhân vào các phương trình, một sự tình cờ may mắn hay là cả một phương pháp. Xin thưa 
đó chính là một ví dụ của UCT. UCT là một công cụ rất mạnh có thể quét sạch gần như toàn 
bộ những bài hệ dạng là hai tam thức. Cách tìm những hằng số như thế nào. Tôi xin trình 
bày ngay sau đây. Bài viết của tác giả nthoangcute. 



Giải 

Hiển nhiên nhận xét đây là hệ gồm hai tam thức bậc hai. Mà nhắc đến tam thức thì không 
thể không nhắc tới một đối tượng đó là A. Một tam thức phân tích được nhân tử hay không 
phải xem A x hoặc A y của nó có chính phương hay không. Nếu hệ loại này mà từ ngay một 
phương trình A ra kì diệu thì chẳng nói làm gì, thế nhưng cả hai phương trình A đều ra rất 
kì cục thì ta sẽ làm như nào. Khi đó UCT sẽ lên tiếng. Ta sẽ chọn hằng số thích hợp nhân vào 
một (hoặc cả hai phương trình) để ép sao cho A chính phương. 

Như vậy phải tìm hằng số k sao cho PT(1) + k.PT( 2) có thể phân tích thành nhân tử 
Đặt a = ữi + ka 2 , b = bi + kb 2 , c = Ci + kc 2 , d = dị + kd 2l e = ei + ke 2 , / = /ì + kf 2 
Số k là nghiệm của phương trình sau với a^o 

cde + Aabf — ae 2 + bd 2 + /c 2 

Dạ vâng có hẳn một công thức để giải hệ phương trình loại này. Tác giả của nó khá xuất 
sắc !!!. Thử kiểm chứng lại ví dụ 21 nhé 

a = 14 + 35 k, b - -21 - 28 k, c = 0, d = -6 + 41 k, e = 45 - 122 k, / = -14 + 56 k 
Số k sẽ là nghiệm của phương trình 

4(14+35Ả;)(-21+28Ả:)(-14+56fc) = (14+35Ả;)(45-122Ẵ;) 2 +(-21+28Ẫ;)(-6+41Ả;) 2 44 k = 
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Như vậy là PT( 1) - ^.PT(2) hay 49.PT(1) - 15.PT(2) 

49 

Một chút lưu ý là không phải hệ nào cũng đầy đủ các hằng số. Nếu khuyết thiếu phần nào thì 
cho hằng số đó là 0. Ok!! 

Xong dạng này rồi. Hãy làm bài tập vận dụng. Đây là những bài hệ tôi tổng hợp từ nhiều 
nguồn. 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 


ị X 2 + 8 y 2 — 6 xy + X — 3y — 624 = 0 
\ 21x 2 - 24 y 2 - 30 xy - 83x + 49y + 585 = 0 


9. 

10 

11 

12 

13 


X 2 + y 2 — 3x + 4y = 1 
3x 2 — 2 y 2 — 9x — 8y = 3 
y 2 — (4x + 4) (4 — x) 


5x 2 — 4 xy + IQx — 8y + 16 = 0 
3x — 2y — 16 


X* + 2 y 2 = 2 y — 2 xy + 1 


y - 

xy 

X 2 + y 2 — 2x — 4y = 33 
X 2 + xy + y 2 = 3 
X 2 + 2 xy — 7x — 5y + 9 = 0 
(2x + l) 2 + y 2 + y = 2x + 3 

xy + X = — 1 
.2 

3x 2 + 2 xy — y 2 = 2x — y + 5 
(x - l) 2 + 6(i - l)y + 4y 2 = 20 
X 2 + (2 y + l) 2 = 2 
2x 2 + 4xy + 2 y 2 + 3x + 3y — 2 = ữ 
X 2 + y 2 + 4ícy + 2y = 0 
2íc 2 + 3xy = 3y — 13 
3 y 2 + 2xy = 2x + 11 
4x 2 + 3y(x — 1) = 7 
3y 2 + 4x(y - 1) = 3 
X 2 + 2 = x(y — 1) 
y 2 - 7 = y(x - 1) 

X 2 + 2 xy + 2 y 2 + 3x = 0 
xy + y 2 + 3y + 1 = 0 


Câu 22 

1 



X 3 — y 3 — 35 
2x 2 + 3 y 2 — 4x 


9 y 


Giải 

Lời giải ngắn gọn cho bài toán trên đó là 

PT(1) - 3.PT(2) 4» (x - 2) 3 = (y + 3) 3 4» X = y + 5 
Thay vào (2) ta dễ dàng tìm ra nghiệm (x; ỳ) — (2; —3), (3; —2) 

Câu hỏi đặt ra ở đây là sử dụng UCT như thế nào ? Tất nhiên đây không phải dạng trên nữa 
rồi. Trước hết đánh giá cái hệ này đã 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


- Bậc của X và y là như nhan 

- Các biến x,y độc lập với nhau 

- Phương trình một có bậc cao hơn PT(2) 

Những nhận xét trên đưa ta đến ý tưởng nhân hằng số vào PT(2) để PT(1) + a.PTựl ) đưa 
được về dạng hằng đẳng thức A 3 = B 3 

PT( 1) + a.PT{ 2) 4» X 3 + 2 ax 2 — 4 ax — y 3 + 3 ay 2 + 9 ay — 35 = 0 
Cần tìm a sao cho vế trái có dạng (x + a) 3 — (y + /3) 3 = 0 
Ị a 3 - /3 3 = -35 Ị a = -3 
Cân bằng ta được : < 3« = 2a 44 < a = —2 

{ 3 a 2 — —4 a { /3 = 3 

Vậy PT{ 1) - 3.PT(2) 44 (x - 2) 3 = (y + 3) 3 
OK ?? Thử một ví dụ tương tự nhé 

Giải hệ: í 

■ ỵ 4x 2 + 3 y 2 — 16x + 9 y 
Gợi ý : PT{ 1) - 3.PT(2) 4» (x - 4) 3 = (y + 3) 3 


Câu 23 

1 



X 3 + y 2 = (x — 2/)(cc7/ — 1) 

X 3 — X 2 + y + 1 = aư/(x — y + 1) 


Giải 

Hãy cùng tôi phân tích bài toán này. Tiếp tục sử dụng UCT 
Đánh giá hệ : 

-Bậc của X cao hơn bậc của y 

-Các biến x,y không độc lập với nhau 

-Hai phương trình có bậc cao nhất của X và y như nhau 

Vì bậc X đang cao hơn bậc y và bậc của y tại 2 phương trình như nhau nên ta hãy nhân tung 
rồi viết lại 2 phương trình theo ẩn y. Cụ thể như sau : 

í y 2 (x + 1) — y (x 2 + 1) + X 3 + X = 0 
Ị y 2 x — y (x 2 + X — 1) + X 3 — X 2 + 1 = 0 

Bây giờ ta mong ước rằng khi thay X bằng 1 số nào đó vào hệ này thì sẽ thu được 2 phương 
trình tương đương. Tức là khi đó các hệ số của 2 phương trình sẽ tỉ lệ với nhau . Vậy : 

X + 1 X 2 T 1 X 3 + X 

- — —- 7 — - ~õ—;—7 X = 1 

X X 2 + X — 1 x đ — X 2 + 1 

Rất may mắn ta đã tìm được X = 1. Thay X = 1 lại hệ ta có 

í 2 J y2 r y t r \r 0 => 2.P7Y2) - PT(1) sẽ có nhân tử X — 1 

{ y - y - 1-1 = 0 w w 

Cụ thể đó là (x — 1) (y 2 — (x + 3) y + X 2 — X — 2) = 0 

THI :x — 1 thay vào thì vô nghiệm 

TH2: Kết hợp thêm với PT(1) ta được hệ mới : 

f y 2 — {x + 3) y + X 2 — X — 2 = 0 (3) 

ì X 3 + y 2 — x 2 y + X + xy 2 — y = 0 
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Nhận xét hệ này có đặc điểm giống với hệ ban đầu đó là bậc y như nhau. Vậy ta lại viết lại hệ 

\ J 1 . ' . ‘ 

theo ân y và hi vọng nó sẽ lại đúng với X nào đó. Thật vậy, đó là X — — -. Tiêp tục thay nó 
vào hệ và ta sẽ rút ra : 


2PT(2) - PT(1) 4» (2x + 1) ( y 2 - (x - 1) y + 


X 


X 


+ 2 ) 


THI : X = — - => y = -- 7 - 

2 y 4 

TH2 : Kết hợp với (3) ta được 


y 2 — (x — 1) y + X 2 — X + 2 = 0 


y 


(x + 3) + X 2 


X 


2 = 0 


Với hệ này ta chỉ việc trừ cho nhau sẽra|/ = — 1 ĩ 2 + 2 = ũ (Vô nghiệm) 


Vậy hệ đã cho có nghiệm :(x; ỳ) = ị — 


1 5 
2 ’ — 


3y/5 


□ 


Câu 24 




2 (x + y) (25 - xy) = 4x 2 + 17 y 2 + 105 
x 2 + y 2 + 2x — 2y = 7 


Giải 

Hình thức bài hệ có vẻ khá giống với câu 23 
Một chút đánh giá về hệ này 

- Các biến X và y không độc lập với nhau 

- Bậc cao nhất của X ở 2 phương trình như nhau , y cũng vậy 

Với các đặc điểm này ta thử viết hệ thành 2 phương trình theo ẩn X và y và xem liệu hệ có 
đúng với X hoặc y nào không. Cách làm vẫn như câư 23. Viết theo X ta sẽ không tìm được y, 
nhưng viết theo y ta sẽ tìm được X = 2 khiến hệ luôn đúng. Thay X = 2 vào hệ ta được 

{ 2 yl y l 2y + ^=l = 0 ^ PT(1) " 21PT(2) 4» (x - 2) (2 y 2 + 2xy + 4 y- 17 X - 126) = 0 

THI : X = 2 =>y = l 

Ị 2y 2 + 2 xy + 4 y- 17X - 126 = 0 
: \ x 2 + y 2 + 2x - 2y - 7 = 0 
Hệ này đã có cách giải rồi nhỉ ?? 

3.PT(2) — PT(1) 4^- (x — y + 5) 2 + 2x 2 + X + 80 = 0 (Vô nghiệm) 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (2; 1)D 

Tiếp theo chúng ta sẽ đến với câu VMO 2004. 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 25 

1 



X 3 + 3 xy 2 — —49 

X 2 — 8 xy + y 2 = 8y — 17x 


Giải 


Lời giải ngắn gọn nhất của bài trên đó là : 

PT{ 1) + 3.PT(2) 44 {x + 1) ((x + l) 2 + 3 (y - 4) 2 ) = 0 

Đến đây dễ dàng tìm ra nghiệm (x; y) — (—1; 4), (—1; —4)D 

Cân hỏi được đặt ra là bài này tìm hằng số như thế nào ? Có rất nhiều cách giải thích nhưng 
tôi xin trình bày cách giải thích của tôi :tuzki: 

Làm tương tự theo như hai câu 23 và 24 xem nào. Viết lại hệ đã cho thành 

ị 3 xy 2 + X 3 + 49 = 0 
\ y 2 + 8(x + 1 )y + X 2 — 17X — 0 

Một cách trực giác ta thử với X = — 1. Vì sao ? Vì với X = — 1 phương trình 2 sẽ không còn 
phần y và có vẻ 2 phương trình sẽ tương đương. Khi thay X = —1 hệ đã cho trở thành 

I —Sy 2 + 48 = 0 
ị y 2 — 16 = 0 

Hai phương trình này tương đương. Trời thương rồi !! Vậy X = — 1 chính là 1 nghiệm của 
hệ và từ hệ thứ hai ta suy ra ngay phải làm đó là PT( 1) + 3.PT(2). Việc còn lại chỉ là phân 
tích nốt thành nhân tử. 

Tiếp theo đây chúng ta sẽ đến với một chùm hệ dị bản của ý tưởng trên. Tôi không trình 
bày chi tiết mà chỉ gợi ý và kết quả 


Câu 26 

\ 



y 3 + 3 xy 2 — —28 

X 2 — 6 xy + y 2 = 6x — 10 y 


Gợi ý : PT{ 1) + 3.PT(2) 4» (y + 1) (3(x - 3) 2 + (y + l) 2 ) = 0 
Nghiệm của hệ : (x; y) — (3; —1), (—3; —!)□ 


Câu 27 

1 



6 x 2 y + 2 y 3 + 35 = 0 

5x 2 + 5 y 2 + 2 xy + 5ic + Vầy — 0 


Gợi ý : PT( 1) + 3.PT(2) 4» (2 y + 5) 


^3 + 




= 0 
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Câu 28 

1 

X 3 + 5 xy 2 — —35 1 

2x 2 — 5 xy — 5 y 2 + X + 10 y — 35 = 0 1 

Gợi ý : PT( 1) + 2.PT{2) {x - 2) (5 (y - l) 2 + (x + 3) 2 ) = 0 

Câu 29 

1 

X 3 + 3 xy 2 = 6 xy — 3x — 49 1 

x 2 — 8 xy + y 2 = 10 y — 25x — 9 1 


Gợi ý : PT{ 1) + 3.PT(2) (x + 1) ((x + l) 2 + 3 (y - 5) 2 ) = 0 


Điểm qua các câu từ câu 23 đến câu 29 ta thấy dường như những câu hệ này khá đặc biệt. 
Phải đặc biệt thì những hệ số kia mới tỉ lệ và ta tìm được X = a hay y = Ị3 là nghiệm của 
hệ. Thế với những bài hệ không có được may mắn như kia thì ta sẽ làm như nào. Tôi xin giới 
thiện một phương pháp UCT rất mạnh. Có thể áp dụng rất tốt để giải nhiều bài hệ hữu tỉ (kể 
cả những ví dụ trên). Đó là phương pháp Tìm quan hệ tuyến tính giữa X và y. Và ta sẽ 
không chỉ nhân hằng số vào một phương trình mà thậm chí nhân cả một hàm f(x ) hay g(y) 
vào nó. Tôi sẽ đưa ra vài ví dụ cụ thể sau đây : 


Câu 30 

1 



3x 2 + xy — 9x — y 2 — 9y = 0 
2x 3 — 20x — x 2 y — 20 y — 0 


Giải 

Bài này nếu thử như câu 23, 24, 25 đều không tìm ra nổi X hay y bằng bao nhiêu là nghiệm của 
hệ. Vậy phải dùng phép dựng quan hệ tuyến tính giữa X và y. Quan hệ này có thể xây dựng 
bằng hai cách thường dùng sau : 

- Tìm tối thiểu hai cặp nghiệm của hệ 

- Sử dụng định lý về nghiệm của phương trình hữu tỉ 

Trước hết tôi xin phát biểu lại định lý về nghiệm của phương trình hữu tỉ : 

Xét đa thức : p(x) = a n x n + a n _iX n ~ 1 + .... + (Í\X + a 0 

__ _ p __ r ( 

Đa thức có nghiệm hữu tỉ - <^> p là ước của a 0 còn q là ước của a n 

Q 

OK rồi chứ ? Bây giờ ta hãy thử xây dựng quan hệ theo cách đầu tiên, đó là tìm tối thiểu hai 
cặp nghiệm của hệ ( Casio lên tiếng :v ) 

Dễ thấy hệ trên có cặp nghiệm là (0; 0 và (2; —1) 

Chọn hai nghiệm này lần lượt ứng với tọa độ 2 điểm, khi đó phương trình đường thẳng qua 
chúng sẽ là : X + 2y = 0 X = —2 y 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Như vậy quan hệ tuyến tính ở đây là X = —2 y. Thay lại vào hệ ta được 

ị 9y (y + 1) = 0 
1 -20y(y-l)(y-1) -0 

Sau đó ta chọn biểu thức phù hợp nhất nhân vào 2 phương trình, 
ở đây sẽ là 20 (y — 1) .PT(1) + 9.PT(2) 

Như vậy 

20 (y - 1) .PT(l) + 9.PT(2) 4» (x + 2 ỳ) (l8x 2 + 15 xy - 60x - 10 y 2 - 80 ỳ) = 0 


THI : X — —2 y thay vào (1) 

TH2 : Kết hợp thêm với PT(1) nữa thành một hệ gòm hai tam thức đã biết cách giải 
Nghiệm của hệ : 

(rư; 2 /) = (0; 0), (2; -1), (10; 15), 


11 - 1 ! + □ 


Sử dụng cách này chúng ta thấy, một hệ phương trình hữu tỉ chỉ cần tìm được một cặp 
nghiệm là ta đã xây dựng được quan hệ tuyến tính và giải quyết bài toán. Đây chính là ưu 
điểm của nó. Bạn đọc thử vận dụng nó vào giải những ví dụ từ 23 đến 29 xem. Tôi thử làm 
câu 25 nhé : Cặp nghiệm là (—1; 4), (—1; —4) nên quan hệ xây dựng ở đây là X = — 1. Thay lại 
vào hệ và ta có hướng chọn hệ số để nhân. 

Tuy nhiên cách này sẽ chịu chết với những bài hệ chỉ có một cặp nghiệm hoặc nghiệm quá 
lẻ không thể dò bằng Casio được. Đây là nhược điểm lớn nhất của nó 

Nào bây giờ hãy thử xây dựng quan hệ bằng định lý nhé. 


Với hệ này vì phương trình dưới đang có bậc cao hơn trên nên ta sẽ nhân a vào phương trình 
trên rồi cộng với phương trình dưới. Vì bậc của X đang cao hơn nên ta viết lại biểu thức sau 
khi thu gọn dưới dạng một phương trình biến X. Cụ thể đó là 

2x 3 + (3a — y) X 2 + (ay — 9 a — 20) X — y (ay + 9a + 20) = 0(*) 

Nghiệm của (*) theo định lý sẽ là một trong các giá trị {±1, ±|, ±|, ±y,....} 

Tất nhiên không the có nghiệm X — ±- hay X — ±1 được. Hãy thử với hai trường hợp còn lại. 

* ,. ,,_. . s ( 3 y 2 — 18 y — 0 

* Với X — y thay vào hệ ta được < Tị ịQy — Q 

Khi đó ta sẽ phải lấy ( y 2 — 40).PT(1) — 3 (y — 6).PT(2). Rõ ràng là quá phức tạp. Loại cái này. 

( y 2 = 0 

* Với X — —y thay vào hệ ta được < 2^3 _ Q 

Khi đó ta sẽ lấy 3y.PT(l) + PT( 2). Quá đơn giản rồi. Khi đó biểu thức sẽ là 

(x + y) (2x 2 + 6 xy — (3 y 2 + 27 y + 20)) = 0 

Cách số hai rất tốt để thay thế cách 1 trong trường hợp không tìm nổi cặp nghiệm. Tuy nhiên 
yếu điểm của nó là không phải hệ nào dùng định lý cũng tìm được nghiệm. Ta phải biết kết 
hợp nhuần nhuyễn hai cách với nhau. Và hãy thử dùng cách 2 làm các câu từ 23 đến 29 xem. 
Nó sẽ ra nghiệm là hằng số. 

Làm một câu tương tự nữa. Tôi nêu luôn hướng giải. 
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2.2 Câu 31 đến câu 60 


Câu 31 

\ 



x 2 y 2 + 3x + 3y — 3 = 0 

4 xy — 3 y 2 + 2y — £ + 1 = 0 


9 - 

X y 


Giải 

PT( 1) - (y - 1).PT(2) <&{x + y- 1) (3 y 2 + xy-2y + 2)=0 

THI : x — 1 — y . No problem !!! 
rpi 2 . / 3 y 2 + xy - 2y + 2 = 0 

Ị x 2 y — 4 xy — 3 y 2 + 2y — £ + 1 = 0 

Đây lại là hệ đặc biệt, ta tìm được X = 3 là nghiệm của hệ. Thay vào và rút ra kết quả 

PT(1) + PT(2) 4» (x - 3) (xy - 1) = 0 
Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (0; 1), (1; 0)D 


Bài viết về phương pháp UCT hay còn gọi là hệ số bất định kết thúc ở đây. Qua hơn chục 
câu ta đã thấy : sử dụng phương pháp UCT nâng cao (tìm quan hệ tuyến tính giữa các ẩn) là 
một phương pháp rất mạnh và rất tốt để giải quyết nhanh gọn các hệ phương trình hữu tỉ. Tuy 
nhiên nhược điểm của nó trong quá trình làm là khá nhiều. Thứ nhất : tính toán quá trâu bò 
và hại não. Hiển nhiên rồi, dựng quan hệ tuyến tính đã khó, sau đó còn phải nhọc công phân 
tích một đa thức hỗn độn thành nhân tử. Thứ hai, nếu sử dụng nó một cách thái quá sẽ khiến 
bản thân trở nên thực dụng, máy móc, không chịu mày mò suy nghĩ mà cứ nhìn thấy là lao 
đầu vào UCT, có khác gì lao đầu vào đá không ? 

Một câu hỏi đặt ra. Liệu UCT có nên sử dụng trong các kì thi, kiểm tra hay không ? Xin 
thưa, trong những đề VMO, cùng lắm ý tưởng của họ là dùng UCT dạng cơ bản, tức là nhân 
hằng số thôi. UCT dạng cơ bản thì tôi không nói làm gì chứ UCT dạng nâng cao thì tốt nhất 
không nên xài trong các kì thi. Thứ nhất mất rất nhiều thời gian và sức lực. Thứ hai gây khó 
khăn và ức chế cho người chấm, họ hoàn toàn có thể gạch bỏ toàn bộ mặc dù có thể bạn làm 
đúng. Vậy nên : CÙNG ĐƯỜNG LAM Rồi mới dùng nhé !! :D 


Đây có lẽ là bài viết lớn nhất mà tôi kèm vào trong cuốn sách. Trong những câu tiếp theo 
tôi sẽ cài những bài viết nhỏ hơn vào. Đón xem nhé. Những câu tiếp theo có thể còn một số 
câu sử dụng phương pháp UCT. Vậy nên nếu thắc mắc cứ quay trở lại từ câu 20 mà xem. Tạm 
thời gác lại , ta tiếp tục đến với những câu tiếp theo. 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 32 

1 



X 5 + y 5 = 1 
X 9 + y 9 = X 4 + y 4 


Giải 

Nhận thấy rõ ràng đây là loại hệ bán đẳng cấp. Ta nhân chéo hai vế với nhau được 

X 9 + y 9 — (x 4 + y 4 )(x 5 + y 5 ) <=> x A y 4 (x + y) = 0 


THI : X = 0 => y = 1 
TH2 : y — 0 =>- X — 1 

TH3 : X = —y thay vào (1) rõ ràng vô nghiệm 
Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; I/) = (1; 0), (0; !)□ 


Câu 33 

1 



X 3 + 2 xy 2 — 12 y 
8 y 2 + X 2 = 12 


Giải 

Lại thêm một hệ cùng loại, nhân chéo hai vế cho nhau ta được 

x 3 + 2xy 2 — y(8y 2 + X 2 ) X = 2y 

Khi đó (2) sẽ tương đương 

12 y 2 = 12 = ±l,x = ±2 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (2; 1), (—2; —!)□ 


Câu 34 

1 

r- + y’+ 2xy =1 
x + y 


V x + y = X 2 y 


Giải 


Điều kiện : X + y > 0 

Rõ ràng không làm ăn được từ phương trình (2). Thử biến đổi phương trình (1) xem 

(1) (x + y) 2 — 1 + 2 3 'y — 2 xy — 0 

X + y 

, _ w . 2 xy(x + y — 1) 

(x + y + l)(x + y — 1)--—-= 0 

X + y 

Có nhân tử chung rồi. Với X + y — 1 thay vào (2) ta được 

1 = (1 - y ) 2 - y ^ y = 0, y = 3 
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Giờ ta xét trường hợp còn lại. Đó là X + y + 1 = ——— 

X + y 

■&x + y + l = l — X 2 — y 2 X 2 + y 2 + X + y = 0 

Rõ ràng sai vì từ điền kiện đã cho ngay X + y > 0 
Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; ỳ) — (1; 0), (—2; 3)D 



Giải 

Điều kiện 1 < X < 1, 0 < y < 2 

Thường thì bài này người ta sẽ làm như sau. Đe ý phương trình (1) một chút 

(1) 4» X 3 - 3x = (y - l) 3 - 3(y - 1) 

Xét f(t ) — t 3 — 3t với — 1 < t < 1 thì f(t ) = 3 t 2 — 3 < 0 
Suy ra /(í) đơn điệu và từ đó suy ra X = y — 1 thay vào (2) 

Cách này ổn. Tuy nhiên thay vào làm vẫn chưa phải là nhanh. Hãy xem một cách khác rất mới 
mẻ mà tôi làm 

(2) X 2 + a/1 — X 2 + 2 = 3a/2 y — y 2 f(x) — g(y) 

13 

Xét f(x) trên miền [—1; 1] ta sẽ tìm được 3 < f(x) < 

Ta lại có : g(y) = 3y/y(2 - y) < 3^tị- Ẫ = 3 

Vậy f(x) > g(y). Dấu bằng xảy ra khi 

< ị _ _ Q Thay vào phương trình đầu chỉ có cặp (x; y) — (0; 1) là thỏa mãn 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; ỳ) — (0; !)□ 


Câu 36 

1 



X 3 — 3 X = y 3 — 3 y 
X 6 + y 6 = 1 


Giải 

Dễ thấy phương trình (1) cần xét hàm rồi, tuy nhiên /(í) = t 3 — 3t lại không đơn điệu, cần phải 
bó thêm điều kiện. Ta sẽ dùng phương trình (2) để có điều kiện. Từ (2) dễ thấy —l<x,y<l. 
Với điều kiện đó rõ ràng f(t ) đơn điệu giảm và suy ra được X = y 
Thay vào (2) ta được 

2x e = 1 X = ±—!= 

ự2 

( —i; — 77 = 

’ V $ 2 ' </2 



Vậy hệ đã cho có nghiệm :(x;y) — ( -ỹ=] -Ẹf= 
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Câu 37 

1 



x 3 (2 + 3 y) — 1 
x(y 3 — 2) = 3 


Giải 


Nhận thấy X = 0 không là nghiệm. Hệ đã cho tương đương 


í^ +1 = ị 

Ị ị + 2 =v 3 

\ X 


=>y = 


1 

X 


Thay lại (1) ta có 


2x 3 + 3t 2 - 1 = 0 4» 


X = — 1 =>■ y = — 1 

X = ^ =>- y = 2 
2 y 


Vậy hệ đã cho có nghiệm :(x; y) — (—1; —1), 



□ 


Câu 38 

1 



X 2 + y 2 + xy + 1 = ẩy 
y(x + y) 2 — 2x 2 + 7y + 2 


Giải 


Sử dụng UCT sẽ thấy y = 0 là nghiệm của hệ. Thay lại và ta sẽ có 


2PT{1) + PT( 2) 4» y(x + y + 5)(x + y - 3) = 0 4» 


y = 0 

X = — 5 — y 
X = 3 — y 


Với y = 0 thay lại vô nghiệm 

Với X = — 5 — y khi đó phương trình (1) sẽ tương đương 

(y + 5) 2 + y 2 - y 2 - 5y + 1 = Ay ^ VL 

Tương tự với X = 3 — y cũng vô nghiệm 
Vậy hệ đã cho vô nghiệm □ 
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Câu 39 


y/x + y- y/x-y= I 
X 2 — y 2 = 9 


Giải 

Điều kiện : y < min{±x} 

Ta không nên đặt ẩn tổng hiệu vì vẫn còn sót lại ^ sẽ làm bài toán khó khăn hơn. Một cách 
trực giác ta bình phương (1) lên. Từ (1) ta suy ra 

2x — 2 \J X 2 — y 2 — 

Đến đây nhìn thấy \J X 2 — y 2 theo (2) bằng 3. Vậy suy ra 

V 2 

2x — 6 = y 2 = 8x — 24 
4 y 

Thay vào (2) ta được 

X 2 — 8x T 15 = 0 *v^ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; ỳ) — (3; 0), (5; 4), (5; —4)D 


X = 3 => y = 0 (TM) 

X = 5 =>■ y = 4 (TM) 

X = 5 =>■ y = -4 (TM) 


1 

X - Vy + 1 = o 

Câu 40 < 

ĩ- _ 3 

1 

y + 2(x - 3)Vx + 1 = 


Giải 


Điều kiện : X, y > — 1 

Không tìm được mối quan hệ cụ thể nào. Tạm thời ta đặt ẩn để dễ nhìn 
Đặt \Jx + 1 = a > 0, y/y + 1 = b > 0. Hệ đã cho tương đương 


Ị a*-l-b=ị 

I 6 2 - 1 + 2o(a 2 - 4) = -1 


Ta thế b — 


^ — a 2 từ (1) vào 


(2) và có : 


Q + 2a(a 2 — 4) — ^ = 0 


a — —3 
a — —2 => 
a — 1 =>• b 
a = 2 b 


ỉ>=y(i) 

b=1 f L) 

= -ị(TM) 
= & 



X = 0 


ỉ/ = 


3 

4 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — 



□ 


Câu 41 


j (x 2 + xy + y 2 ) \Jx 2 + y 2 — 185 
\ (x 2 — xy + y 2 ) y/x 2 + y 2 — 65 


Giải 

Thoạt nhìn qua thì thấy đây là một hệ đẳng cốp bậc 3 rõ ràng. Tuy nhiên nếu tinh ý ta đem 
cộng 2 phương trình cho nhau sẽ chỉ còn lại X 2 + y 2 
Cộng 2 phương trình cho nhau ta có 

2(x 2 + y 2 )y/x 2 + y 2 = 250 4» s/x 2 + y 2 = 5 


Khi đó thay lại hệ ta có 

X — 3, y — 4 
X = 4, y = 3 
X — —3, y = — 4 
X — —4, y = — 3 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (3; 4), (4; 3), (—3; —4), (—4; —3)n 


I (25 + xy).5 = 185 Ị xy = 12 
\ (25-ai).5 = 65 ^ [ X 2 + y 2 = 25 


Câu 42 


X V y V^ỹ 

xựxỹ + yy/xỹ = 78 


Giải 


Điều kiện : xy > 0 
Hệ đã cho tương đương 

x + y _ 7 + y/xỹ 
ựxỹ - y/xỹ 
ựxỹ(x + y) = 78 

Đặt X + y = a, y/xỹ — b. Hệ đã cho tương đương 

í a = 13 

X = 9, y = 4 
X = 4, y = 9 

b = -13 


a — b = 7 
ab — 78 


<=> 


16 = 6 

Ị a = —6 


<=> 


ÍT\ 


X + y = 13 
xy — 36 


4 » 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (9; 4), (4; 9)D 
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Câu 43 

1 



X 3 — y 3 = 9 
X 2 + 2 y 2 — X + 4y = 0 


Giải 


Dùng UCT 


PT{ 1) - 3.PT(3) 4» 0 - l) 3 = (y + 2) 3 4» X = y + 3 
Đến đây dễ dàng tìm nghiệm (x; y ) = (1; —2), (2; —!)□ 


Câu 44 

1 



8x 3 y 3 + 27 — 18 y 3 
4 x 2 y + 6 X = y 2 


Giải 

Đây là một hệ hay. Ta hãy tìm cách loại bỏ 18 y 3 đi. Vì y = 0 không là nghiệm nên (2) tương 
đương 

72 x 2 y 2 + 108xy = 18y 3 

Đến đây ý tưởng rõ ràng rồi chứ ? Thế 18y 3 từ (1) xuống và ta thu được 

3 


8 x 3 y 3 — 72x z y z — 108 xy + 27 = 0 


„ 2 „ .2 


xy = 


xy = 


xy = 


21 - 9 ^ 

4 

21 + 9v/5 


Thay vào (1) ta sẽ tìm được y và X 

y = 0 (L) 


3 8(xy) + 27 _ 3 / /- X _ _ 1 / /-X 

y — \/ 28 - 2 3) =>■ X - 4 (3 Vo) 


3 8(xy) + 27 3 , /-X 1 / /=->. 

y - V ^ - 2 ( 3 + ^ ^ _ 4 ( 3 + V^) 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; ỉ/) = Q (3 - \/5) ; (v^ - 3)^ , ^ (3 + \/5) ; 2 ( 3 + □ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 



Điều kiện : xy Ỷ 0 

Ta cứ nhân ra đã. Hệ tương đương 


Giải 


1,1 c 

X + y H-h - = 5 

X y 

o o 11 

x +y + + 6? = 9 

x z y z 




X +-] + (?/ + - ) = 5 
x) \ yj 

x+ +(y + ^] =13 
X J V yj 




1 „ ,1 
X + - = 2,-y + - = 3 

,ĩ_« 

X + - = 3,y + - = 2 
X y 


3± 

z = 1,2/ = —2 

_ 3 ±75 _ 

z = —uH—, 2/ = 1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = I 1; -——— ì , í -—; 1 I □ 


Câu 46 

1 



X 2 + y 2 + X + y = 18 
+ 1 )y(y + 1) = 72 


Giải 


Một bài đặt ẩn tổng tích cũng khá đơn giản 
Đặt X 2 + X = a, y 2 + y = h. Ta có 


ị a + b = 18 
\ ab = 72 


a — 12, b — 6 
a = 6, b = 12 


«4- 


X + X — 

y 2 + y = 

X 2 + X — 

y 2 + y = 


6 

12 

12 

6 





-3 

-4 

-4 

-3 


Vậy hệ đã cho có cả thảy 8 nghiệm □ 
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Câu 47 

( 



X 3 + ẩy = y 3 + 16x 
1 + ý 2 = 5(1 + X 2 ) 


Hệ đã cho tương đương 


Như vậy phương trình (1) sẽ là 


Giải 

X 3 — 16x = y (y 2 — 4) 
y 2 — 4 = 5x 2 


X 3 — 16x — 5 x 2 y -vv- 


X = 0, y = ±2 
X 2 - 16 
y - 5x 


Tntờng hợp 2 thay vào (2) sẽ là 


(x 2 - 16) 2 
25x2 


- 4 = 5x 


X 2 = 1 


X 2 = 


64 

31 


x = l,y = -3 
x= -l,y = 3 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (0; 2), (0; —2), (1; —3), (—1; 3)n 


Câu 48 


J X + \Jy 2 — X 2 = 12 — y 
\ Xy/y 2 — X 2 — 12 


Giải 


Điều kiện : y 2 > X 2 

Để ý X\Jy 2 — X 2 sinh ra từ việc ta bình phương (1). Vậy thử bám theo hướng đó xem. Từ (1) 
ta suy ta 

X 2 + y 2 — X 2 + 2xa Jy 2 — X 2 = (12 — y) 2 
4» y 2 + 24 = (12 - y) 2 4» y = 5 

Thay vào (2) ta có 

x\/25 — X 2 = 12 4 »x = 3,x = 4 

Đối chiếu lại thấy thỏa mãn 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (3; 5), (4; 5)D 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 49 

1 



X 4 — 4x 2 + y 2 — 6y + 9 = 0 
x 2 y + X 2 + 2y — 22 = 0 


Giải 


Để ý nếu đặt X 2 = a thì hệ đã cho biến thành hệ tam thức bậc 2 ta hoàn toàn đã biết cách 
giải. Cụ thể ở đây sẽ là 

PT( 1) + 2.PT(2) 44 (x 2 + y) 2 - 2(x 2 + ỳ) - 35 = 0 


THI : X 2 + y = 7 ^ X 2 = 7 — y thay (2) ta có 


(7-y)y + 7~y + 2y-22 = 0^ 


y = 3 =4 X = ±2 
y — 5 =4 X — ±y/2 


TH2 : X 2 + y = —5 43- X 2 = 5 — y. Hoàn toàn tương tự thay (2) sẽ cho y vô nghiệm 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (2; 3), (—2; 3), (\/2; 5), (—\/2; 5)D 



' 5 

X 2 + y + x 3 y + xy + y 2 x — —ị 

5 

Câu 50 



X 4 + y 2 + xy(l + 2x) = — ^ 


Giải 


Đây là câu Tuyển sinh khối A - 2008. Một cách tự nhiên khi gặp hình thức này là ta tiến hành 
nhóm các số hạng lại 
Hệ đã cho tương đương 

{ (x 2 + y) + xy + (x 2 + y)xy = 

(x 2 + y) 2 + xy = -ị 

Đến đây hướng đi đã rõ ràng. Đặt X 2 + y = a, xy = b ta có 


a + ò + aò= —-7 
“ _5 1 

a 2 + b = — -7 


4 » 


a = 0 , b = — -7 

4 

a = — 0 = — — 

2 ’ 2 


44 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) — 
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Câu 51 

1 



X 2 + 1 + y(y + x) = Ay 
(x 2 + l)(x + y — 2) = y 


Giải 


Hệ gần như chỉ là câu chuyện của X 2 + 1 và X + y. Tuy nhiên y chen vào đã khiến hệ trở nên 
khó chịu. Hãy diệt y đi đã. Cách tốt nhất đó là chia khi mà y = 0 không phải là nghiệm của 
hệ. Hệ đã cho tương đương 


X 2 + 1 

-—- \- X + y — 2 = 2 

y 

3 L^-(x + y-2) = l 

y 


Hướng đi rõ ràng. Đặt 
Hệ đã cho trở thành 


X 2 + 1 

y 


= a, X -\- y — 2 = b 


Ị a + b = 2 í 0 = 1 { X 2 + 1 = y 

ị aò = 1 \ b — 1 \ X + y — 3 


X = l,y = 2 
X — —2, y = 5 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (1; 2), (—2; 5)D 


Câu 52 

1 



y + xy 2 — 6x 2 
1 + x 2 y 2 — 5x 2 


Giải 


Loại hệ này không khó. Ý tưởng ta sẽ chia để biến vế phải trở thành hằng số 
Nhận thấy X = 0 không là nghiệm. Hệ đã cho tương đương 


V , r _ R 
—5 + ~~ — 6 

3ị X 


+ y = 5 


X' 



y 1 

Đặt — — a ,—b y = b. Hệ trở thành 

X X 


ab = 6 
b 2 — 2ữ = 5 





x=l y = 2 
1 

X = ỹV = 1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; ỳ) — (1; 2), Ị V 1 Ị □ 
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Câu 53 

1 



X 2 + 2 y 2 = xy + 2y 
2x 3 + 3 xy 2 — 2 y 2 + 3 x 2 y 


Giải 


Để ý một chút đây là hệ bán đẳng cấp. Nếu ta viết lại như sau 


j X 2 + 2 y 2 — xy = 2y 
\ 2x 3 + 3 xy 2 — 3 x 2 y — 2y 2 


Từ đó ta có 

2 y 2 (x 2 + 2 y 2 — xy) — 2y (2x 3 + 3 xy 2 — 3 x 2 y) ^ ịy (y — x) (t 2 — xy + y 2 ) = 0 

THI : y = 0 =>- X = 0 
TH2 : X = y = 0 

TH3 : X — y thay vào (1) ta được 


2 y 2 = 2 y^ 


X = y = 0 
X = y = 1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (0; 0), (1; !)□ 



Giải 


Điều kiện : y > — 1 

Khai thác từ (1). Có vẻ như là hàm nào đó. Chọn chia cho phù hợp ta sẽ được mục đích, ở đây 
sẽ chia cho X 3 vì X = 0 không là nghiệm của hệ. PT(1) khi đó sẽ là 

2 + f-) 3 = 2 x + x 3 o - = X oy = X 2 

\x/ \xJ X 


Thay vào (2) ta sẽ được 


(x + 2) \/x 2 + 1 = (x + l) 2 (x + 2) 2 (x 2 + l) = (x + l) 4 


X — -s/3, y — 3 (TM) 

X — — v/3, 2 / = 3 (TM) 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (± a / 3 ; 3)D 
Ta sẽ đến một câu tương tự nó 
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f X 5 + xy A — y lữ + y 6 

{ V4í+5+^2 + 8 = 6 


Giải 

5 

Điều kiện : X > — -7 
4 

Thấy y = 0 không là nghiệm của hệ. Chia 2 vế của (1) cho y 5 ta được 

[ x\ b X - ./• 0 

y + 7- = y +y^^ = y^x = y 

\yj y y 

Thay vào (2) ta được 

x/4^+5 + \Jx + 8 = 6 ^ X = l => y = ±.1 
Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) — (1; ±1)D 


Câu 55 


Câu 56 

1 



xy + X + 1 = 7y 
x 2 y 2 + xy + 1 = 13y 2 


Giải 


Đây là câu Tuyển sinh khối B - 2009. Các giải thông thường nhất đó là chia (1) cho y, chia (2) 
cho y 2 sau khi kiểm tra y = 0 không phải là nghiệm. Ta sẽ được 


x ì 

X + - + - = 7 

ỉ/ y, ^ 

X 2 + - + ^ = 13 
y y 2 





a + b = 7 
á 2 — b = 13 ^ 




X 

+ 

— — 

4 




y 



X 

= 

3y 


X 



1 


X 

+ 

1 

-5 

X 



ỹ 



X 

= 

12 y 



= 

0 

001 

,(3;1)D 



x = 3,y = ĩ 


a = 4, b = 3 
a = -5,6= 12 


Tiếp tục ta đến thêm một câu tuyển sinh nữa 
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Câu 57 

1 



X 4 + 2 x 3 y + x 2 y 2 = 2x + 9 
X 2 + 2 xy = 6x + 6 


Giải 

Để ý thật kĩ nếu ta thế khéo léo xy lên (1) sẽ chỉ còn lại phương trình ẩn X. Dù sẽ là bậc 4 
nhưng liều thì ăn nhiều. Hệ viết lại 

X 4 + 2 x 2 (xy) + x 2 y 2 = 2x + 9 
6x + 6 — X 2 

xy = - o- 


Từ đó (1) sẽ tương đương 

X 4 + x 2 {&x + 6 — X 2 ) + 


2n . I 6x + 6 — X 2 \ 2 


= 2x + 9 


X = —4 

X = 0 


y = 

VL 


17 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; 2 /) = ( —4; — Ị □ 


Câu 58 

1 



i ỵrr^+ % /r^= 2 

X 2 — y 4 + 9y = x(9 + y — y 3 ) 


Giải 


Điều kiện : y < 1 

Không làm ăn gì được từ (1). Xét (2). Để ý 1 tẹo thì (2) có thể phân tích được thành 


\/l + ỉ/+\/l — y — 2 


(t - y) (9 - X - y 3 ) = 0 4» 1 =9-2/3 

1 sẽ được 


( a + b = 2 

a — 1, b — 1 

< a 3 + b 2 = 2 

a = — 1 — \/3, 6 = 3 + a/3 +>• 

[ 6 > 0 

_a = v / 3- 1,6 = 3-V3 


ỉ/ = 0 

y = 6^3-11 

y = -Qy/3 - 11 


Với X = 9 — y 3 thay vào (1) ta sẽ được 

</10 - 2/3 + = 2 

Ta có 

v /10 - 2 / 3 + V 1 - y > ^>2 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; 2/) = (0; 0), (6a/3 — 11; 6a/3 — 11), (—6\/3 — 11; — 6\/3 — !!)□ 
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Câu 59 




y/Ẽỹ + \A -y= y/ỹ 

2ựỹy/x - 1 - y/ỹ = -1 


Giải 


Điều kiện :x>1,0<7/<1 

Thoạt nhìn bài toán ta thấy như lạc vào mê cung những căn thức. Tuy nhiên chỉ với những 
đánh giá khá đơn giản ta có thể chém đẹp bài toán 
Viết lại phương trình (2) như sau 


2yjỹ\/x- 1 = ựỹ - 1 


Từ điều kiện dễ thấy VT > 0 > VP 

Dấu bằng xảy ra khi X — y — 1 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) — (!;!)□ 


Câu 60 


J X\/17 — Ax 2 + y\/l9 — 9 y 2 — 3 
\ a/17 - 4x 2 + ^19 - 9 y 2 = 10 - 2x - 3 y 


Giải 


Điều kiện : < X < ^ < y < ^ 

Bài toán này xuất hiện trên Đề thi thử lần 2 page Yêu Toán học và tôi là tác giả của nó. Y 
tưởng của nó khá đơn giản, phù hợp với 1 đề thi tuyển sinh 

Để ý x\jYì — Ax 2 liên quan đến 2x và \JYỈ — 4x 2 , y\J 19 — 9 y 2 liên quan đến 3 y và 19 — 9 y 2 . 
Và tổng bình phương của chúng là những hằng số. Đấy là cơ sở để ta đặt ẩn 
Đặt 2 x + a/17 — 4 x 2 = a , 3 x + a/19 — 9 y 2 — b . Hệ đã cho tương đương 


ị a + b = 10 

< a 2 - 17 , b 2 - 19 4» 


a = 5, b = 5 
a = 3, b = 7 


r 2x + x/ lT — 4x 2 = 5 
13 y+ v/19 - V = 5 

TH2 : (?v^S:ỉ 

1 3y + ựĩã - V = 7 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) 


-H- 


x 2 
X — 2 

5 ± a/Ĩ3 

V= 6^ 


(Loại) 


í 1 5 + \/Ĩ3\ í 1 5- yĩ3\ 

\2’ 6 J ỵ2’ 6 J 






Và đây là ý tưởng gốc của nó. Hình thức đơn giản hơn một chút 
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2.3 Câu 61 đến câu 90 


Câu 61 


xa/5 — X 2 + y\J 5 — 4y 2 = 1 
\/5 — X 2 + a/5 — 4?/ 2 — X — 2y 


Nghiệm : 0; ỊỊ/) = (1; -1), ^2; -0 □ 


Câu 62 

1 



X 3 — xy 2 + y 3 = 1 
4x 4 — y 4 = 4x — y 


Giải 


Rõ ràng là một hệ đưa về được dạng đẳng cấp bằng cách nhân chéo vế với vế. Tuy nhiên, bài 
này nếu sử dụng phép thế tốt ta sẽ đưa về một kết quả khá đẹp mắt 
Phương trình (2) tương đương 

4x(x 3 — 1) = y(y 3 — 1) 

Đến đây ta rút X 3 — 1 và y 3 — 1 từ (1). Cụ thể từ (1) ta có 

j X 3 — 1 = y 3 — y 2 x 
\ y 3 — 1 — xy 2 — X 3 

Thay tất cả xuống (2) và ta thu được 


4xy 2 (y — x) — —xy(x 2 — y 2 ) <í=> 


X = 0 

y = 0 

x = y 
4y = y + X 




y = l 
X = 1 
X = y = 1 

y = w 


X — 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (0; 1), (1; 0), (1; 1), I „,_ ; - 77 = I □ 


v^5 ; ^25 


3 

^25 


Câu 63 


X + y/ X 2 — y 2 X — \J X 2 — y 2 17 

X — \J X 2 — ý 1 X + \J X 2 — y 2 4 

x(x + y) + \J X 2 + xy + 4 — 52 


Giải 

Điều kiện : X Ỷ ±\A; 2 — y 2 i X 2 — y 2 > 0, X 2 + xy + 4 > 0 

Hình thức bài hệ có vẻ khá khủng bố nhưng những ý tưởng thì đã lộ hết. Ta có thể khai thác cả 
2 phương trình. Pt(l) có nhiều cách xử lí : đẳng cấp, đặt ẩn, hên hợp. Tôi sẽ xử lí theo hướng 
số 3. (1) khi đó sẽ là 

(s+V^-y 2 ) (s- Vx 2 - y 2 ^j _ 17 2 (2x 2 - y 2 ) _ 17 4 x 

X 2 — ( x 2 — y 2 ) + X 2 — ( x 2 — y 2 ) 4 ^ y 2 4 ^ y ^5 
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Tiếp tục khai thác (2). Dễ thấy đặt \JX 2 + xy + 4 = t > 0 thì (2) trở thành 


t 2 + t = 56 


t = 7 
t = -8 (L) 


X 2 + xy = 45 


Kết hợp lại ta được 


, 4 

y = H x « 

X 2 + xy = 45 


X — —5, y = — 4 
X — 5, y — 4 
X = -15,2/ = 12 
X = 15,2/ = -12 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (—5; —4), (5; 4), (—15; 12), (15; —12)D 


Câu 64 


í V x + yỹ + V x - yỹ = 2 
1 Vy + ỳ/Ẽ- Vv - v% = 1 


Giải 


Điều kiện : X, y > 0 , y/ỹ < min{±x} , v% < min{±y} 

Không tìm được mối liên hệ gì từ cả hai phương trình, ta tiến hành bình phương nhiều lần để 
phá vỡ toàn bộ căn thức khó chịu. Phương trình (1) tương đương 


2x + 2 VX 2 — y = 4«» V x ' 2 — y = 2 — 


X 


2 2 
X — y = X 


Làm tương tự phương trình (2) ta sẽ có : Ax — ịy — —1. Kết 
được x,y 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x) y) — í —; - j □ 


— Ax — AAx — y = A 

hợp 2 kết quả lại dễ dàng tìm 


Câu 65 


X + 

y + 


2 xy 

Vx 2 - 2x + 9 
2 xy 

Vv 2 - 2 V + 9 


— X 2 + y 
= y 2 + X 


Giải 


Hình thức của bài hệ là đối xứng. Tuy nhiên biểu thức khá cồng kềnh và lại nhận xét thấy 
X = y = 1 là nghiệm của hê. Có lẽ sẽ đánh giá 
Cộng 2 phương trình lại ta có 


X 2 + ý 2 = 2 xy ( = —= + — = = -= 

1 Vx 2 — 2x + 9 V ỳ 2 — 2 ÌJ + 9 


Từ đó ta nhận xét để có nghiệm thì xy > 0 và để ý là Vt 2 — 2t + 9 > 2 nên ta đánh giá 


X 2 + y 2 < 2xy ( ị + ị ) 4» (x - y) 2 < 0 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Dấu bằng xảy ra khi (x-,y) = (1; !)□ 


Câu 66 


6--2 = ự3^Ị] + 3 y 

y 

2a/3t + a/3t — y = 6x + 3y — 4 


Giải 


Điền kiện : y Ỷ 0 , 3x > y, 3x + a/3t — y > 0 
Phương trình (1) khi đó sẽ tương đương 

Qx — 2y = yy/3x — y + 3 ỳ 2 4^ 2 (3x — ỳ) — y\J3x — y — 3 ỳ 2 = 0 


a/3x - y = -y 

_ " ả _ % 
v/3x - y = y 


THI : -Ự3x — y — —y. Từ đây suy ra y < 0 và 3x = y 2 + y thay tất cả vào (2) ta được 
2 \/y 2 + y - y = 2 {y 2 + y) + 3y - 4 44 Ị ‘ ị y < 0 7y 4 = 0 «4 ỉ/= - 4 X = 4 

TH2 : a/3x — y — -y-. Từ đây suy ra y > 0 và 3x = —^—h y thay tất cả vào (2) ta cũng sẽ tìm 


được ?/ = „ = 7 

y 9 9 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (—4; 4), Ị V h Ị □ 

9 9 


8 8 


Câu 67 

1 



(3 — x)y/2 — X — 2yJ2y — 1 = 0 
v // ãr+~2 + 2y / ỹ~+~2 = 5 


Giải 

Điều kiện : X < 2,y > - 
Phương trình (1) tương đương 

(2 - x)V2^c + = (2 y - l)^/2y-l + y/2y - 1 4» /(v^^ĩ) = /(y/% - 1) 

Với /(x) — X 3 + X đơn điệu tăng. Từ đó suy ra \J2 — X = yj2y — l44x = 3 — 2 y thay vào (2) 
ta có 


\/5 - 2 y + 2y/ỹ~+2 = 5 44 j 


a + 2b = 5 
a 3 + 2b 2 = 9 


4 » 


a — 1, b = 2 

—3 — a/65 , 23 + a/65 


a = 


.6 = 


a/ 65 — 3 , 23 — y65 

a = —- 7 -, b — -—-- 

4 8 
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y = 2 


y = 


y = 


233 + 23a/65 

32 “ 

233 - 23a/65 

32 


Vậy hệ đã cho có nghiệm 

, X , „ /23a/Õ 5 — 185 233 — 23v / 65 N \ í 23^+ 185 233 + 23\/65\ 

= 16 : 32 ) {- 16 ■ 32 J n 

Sử dụng tính đơn điệu của hàm số cũng là một hướng khá phổ biến trong giải hệ phương trình. 
Chỉ cần khéo léo nhìn ra dạng của hàm, ta có thể rút ra những điền kì diệu từ những phương 
trình không tầm thường chút nào 


Câu 68 

1 



a /1 + xy + y/l+x + y = 2 
x 2 y 2 — xy = X 2 + y 2 + X + y 


Giải 


Điều kiện : xy > — 1 , X + y > — 1 

Một chút biến đổi phương trình (2) ta sẽ được 

x 2 y 2 + xy = (x + y) 2 + X + y -v^ (xy — X — y) (xy + X + 7/ + 1) = 0<t^ 


X + y = xy 
X + y — —xy — 1 


THI : xy — X + y thay vào (1) ta được 

2a/1 + xy = 2-&xy = 0^x = y = 0 
TH2 : X + y — —xy — 1 thay vào (1) ta được 

\/l + xy + \J-xy = 2 (VL) 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (0; 0)D 


Câu 69 


ỉ 


X + 

y - 


3x 


y 


X 2 + y 2 
X + 3y 

X 2 + y 2 


= 3 
= 0 


Giải 

Tôi không nhầm thì bài toán này đã xuất hiện trên THTT, tuy nhìn hình thức của hệ khá đẹp 
mắt và gọn nhẹ nhưng không hề dễ giải một chút nào. Hướng làm tối ưu của bài này đó là phức 
hóa. Dựa vào ý tưởng hệ khá đối xứng đồng thời dưới mẫu như là bình phương của Mođnn mà 
ta sử dụng cách này. Hướng giải như sau 
PT(l)+i.PT(2) ta sẽ được 

„ , . 30 - yi) -(xi + y) 

x + yi + - 0 2 - \ -= 0 

x z + y z 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Đặt z = X + yi khi đó phương trình trở thành 


z + 


3z — iz 


— 3 -vv- z + 


3z — iz 


z.z 


— 3 -vv- z + 


3 -i 


= 3 4» 


z — 2 + 1 
z = 1 — ỉ 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; ỳ) — (2; 1), (1; —1)D 

Hình thức của những bài hệ này khá dễ nhận thấy. Thử làm một số câu tương tự nhé. 


Câu 70 


, 5x + 7 Vòy 
X + o —' = 7 

xy_ + y z 

7ựò x -5 y 

y “I o I 0,2 — ^ 

x z + y z 


Câu 72 


16a; — 11 y 

x+ ~2 - ~2 = 7 

x z + y z 
11x4-16 y 
y — o — 7 = 0 

x z + y z 


Câu 73 


(6 — x)(x 2 + y 2 ) = 6x + 8 y 
(3 — y)(x 2 + y 2 ) = 8x — 6 y 


Gợi ý : Chuyển hệ đã cho về dạng 


X + 

y + 


6x + 8 y 

X 2 + ỵ 2 

8x — 6 y 


X 2 + y 2 


= 6 
= 3 


Nghiệm : (x; y) = (0; 0), (2; 1), (4; 2)D 


Phức hóa là một phương pháp khá hay để giải hệ phương trình mang tính đánh đố cao. Không 
chỉ với loại hệ này mà trong cuốn sách tôi sẽ còn giới thiệu một vài câu hệ khác cũng sử dụng 
phức hóa khá đẹp mắt. 
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Câu 74 

1 



4 x 2 y 2 — 6 xy — 3 y 2 — —9 
6 x 2 y — y 2 — 9x = 0 


Giải 

Đây là một bài toán cũng khá đẹp mắt. Thấy X = 1 là nghiệm của hệ . Ta suy ra 

PT( 1) + PT( 2) ^ (x - 1)(4 y 2 (x + 1) + 6xy - 9) = 0 

THI :x = l=>y = 3 

TH2 : 4 y 2 (x + 1) + 6 xy — 9 = 0 

Vì X = 0 không là nghiệm. Suy ra 4 y 2 x(x + 1) + 6 x 2 y — 9x = 0 (*) 

Vì sao nhân X vào đấy. UCT chăng ? Tôi chỉ giới thiệu cho các bạn UCT nâng cao thôi chứ 
tôi chả dùng bao giờ. Lí do chỉ đơn giản tôi muốn xuất hiện 6 x 2 y — 9 X = y 2 từ (2) thôi 


Vậy (*) o 4y' 2 x(x + 1) + y 2 = 0 y 2 (2x + l) 2 = 0 

THI : y = 0 vô nghiệm 

TH2 : X = y = 3,y = -ị 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (1; 3), í — 3 j , 



□ 


Câu 75 


X 2 y 2 1 

(y + l) 2 + {x + l) 2 2 
3 xy — X + y + 1 


Giải 


Điều kiện x,y 7^—1 

Bài toán này có khá nhiều cách giải. Tôi xin giới thiệu cách đẹp đẽ nhất của bài này 
Áp dụng Bất đẳng thức AM — GM cho vế trái của (1) ta có 

VT > 2xy = 2xy = 2xy = - 
(;r + l)(?/ + l) xy + X + y + 1 xy + 3xy 2 


Dấu bằng xảy ra khi (x; y) — (1; 1), 



□ 


Câu 76 

1 



3 y 2 + 1 + 2 y(x + 1) = 4 y^/x 2 + 2y + 1 
y(y - x) = 3 - 3 y 


Giải 

Điều kiện : X 2 + 2y + 1 > 0 

Không làm ăn gì được từ (2). Thử biến đổi (1) xem sao. PT(1) tương đương 
4 y 2 — 4 yyj X 2 + 2y + 1 + X 2 + 2y + 1 = X 2 — 2xy + y 2 ^2 y — \ỊX 2 + 2y + — {x — y) 2 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 




X 


X 2 + 2y + 1 = 3 y 
\J X 2 + 2y + 1 = X + y 

Có vẻ hơi ảo nhỉ ? Nhưng để ý một chút thì (1) có vóc dáng của các hằng đẳng thức nên ta 
nghĩ đến hướng này 

Bây giờ xử lí hai trường hợp kia thế nào ? Chắc bình phương thôi. Tốt quá ! Phương trình sẽ 
chỉ còn lại xy và y mà những cái đó thì (2) đã có cả 
THI : \J X 2 + 2y + 1 — 3y — X 

3 y > X 

6 xy — 9 y 2 — 2y — 1 
xy = y 2 + 3y - 3(2) 




3 y > X 

X 2 + 2y + 1 = 9 ý 2 — 6 xy + X 


2 I ™2 


x = l,y = 1 (TM) 

415 17,' 

* = U' y= Í {TM) 


TH2 : + 2y + 1 = X + y 




£ + y > 0 

X 2 + 2y + 1 = T 2 + 2aụy + y 


2 I I „,2 ^ 


X + y > 0 

2x;ự = —y 2 + 2y + 1 
xy = ý 1 + 3y - 3 


® = 1 , 2 / = 1 

41 7, _ 

*= 21 '»= 3 < L > 


/ 17^ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; 1), í -41-; 14- Ị □ 


Như chúng ta đã biết. Tam thức bậc hai có khá nhiều ứng dụng trong giải toán và hệ cũng 
không phải là ngoại lệ. Chỉ với những đánh giá khá đơn giản : đặt điều kiện của A để tam 
thức có nghiệm mà ta có thể tìm ra cực trị của các ẩn. Từ đó đánh giá và giải quyết những 
bài toán mà các phương pháp thông thương cũng bó tay. Loại hệ sử dụng phương pháp này 
thường cho dưới hai dạng chính. Thứ nhất : cho một phương trình là tam thức, một phương 
trình là tổng hoặc tích của hai hàm f{x) và g(y). Thứ hai : cho cả 2 phương trình đều là 
phương trình bậc hai của 1 ẩn nào đó. Hãy thử lướt qua một chùm hệ loại này nhé. 


Câu 77 


4 . 2_ 698 

x +y ~ 81 

X 2 + y 2 + xy — 3x — Ay + 4 = 0 


Giải 


Hình thức của hệ : một phương trình là tam thức bậc hai một có dạng f(x) + g(y) và một số 
khá khủng bố. Ta hãy khai thác phương trình (2) bằng cách đánh giá A 
Viết lại phương trình (2) dưới dạng sau 


ị X 2 + (y — 3)x + (y — 2) 2 = 0(*) 

\ y 2 + (x — 4 )y + X 2 — 3x + 4 = 0(**) 


7 

Để (*) có nghiệm thì A x > 0 (y — 3) 2 — 4 (y -1) 2 >0<»1<?/<1 

o 

Để (**) có nghiệm thì Ay > 0 (x — 4) 4 — 4(x 2 — 3x + 4)>0y^0<a;< 
Từ điều kiện chặt của hai ẩn giờ ta xét (1) và có một đánh giá như sau 

4,2. í 4\ 4 , {7\ 2 697 , 698 

1+9 vl + u =ĩr < w 


4 

3 
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Vậy hệ đã cho vô nghiệm □ 
Thử một câu tương tự nhé 


Câu 78 


, , , 50 

x ò + y 2 = — 

X 2 + xy + y 2 — y = 1 


Giải 

. .. ^ 3, ,49 .50 

Làm tương tự và từ (1) ta sẽ rút ra X +y < — < — 


Câu 79 

1 



(2x 2 - 3x + 4) (2 y 2 - 3y + 4) = 18 
X 2 + y 2 + xy — 7x — 6y + 14 = 0 


Giải 

Hình thức khá quen thuộc nhưng phương trình đầu cho ở dạng f(x).f(y). Chả sao ! Cứ làm 
như ban nãy. 

Từ phương trình (2) bằng đánh giá quen thuộc ta rút ra 

f _ 10 

I ~ X ~J 

{ 1 - y - 3 

Điều kiện trên đủ để f(x) và f(y) đơn điệu tăng vì f'(x) = Ax — 3 > 0 với X như trên 
Vậy ta có 

/(2)./(l) < f(x).f(y) < f ./ (J^j ^ 18 < f(x).f(y) < 

Dấu bằng xảy ra khi X — 2 và y — 1 thay lại vào (2) thấy không thỏa. 

Vậy hệ đã cho vô nghiệm □ 


Câu 80 


(2x 2 - 1 )( 2 y 2 - 1 ) = ịxy 

X 2 + y 2 + xy — 7x — õy + 14 = 0 


Giải 

Một chút biến đổi ta sẽ đưa về giống câu 79 

Nhận thấy X = y = 0 không là nghiệm của hệ. Chia cả 2 vế phương trình (1) cho xy và ta sẽ 
được 

2 *-£)(>-ỉh 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Quen thuộc rồi nhỉ. Bài này vẫn vô nghiệm □ 


Câu 81 

1 



x 2 y 2 — 2x + y 2 = 0 
2x 2 — 4x + 3 + y 3 = 0 


Giải 

Hình thức bài hệ có vẻ khá gọn nhẹ nhưng không dễ gì giải được bằng các cách thông thường. 
Nhưng để ý cả hai phương trình đều là bậc hai với ẩn X. Vậy nên giả sử có nghiệm X thì rõ 
ràng A x > 0 

Như vậy từ cả hai phương trình ta có 

í 1 -y 4 > 0 , , í -1 < y < 1 

{ 4-2(3 + y 3 ) > 0 ^ { 2 / < -1 ^y- 1 

Thay lại và ta sẽ tìm được X = 1 

Vậy hệ đã cho có nghiệm {x\ỳ) — (1; — 1)D 

OK ? Tôi sẽ đưa thêm 3 ví dụ nữa để các bạn test 


Câu 82 

1 



X 2 — 2x + 2 — y 2 = 0 
x 2 y 3 — 2x + y = 0 


Nghiệm : (x;y) — (1; !)□ 


Câu 83 

1 



x 2 y 2 — X 2 + 4 y 2 — 12x — 4 
2x 2 + 2 y 2 — 8x + 9y + 18 = 0 


Nghiệm : (x;y) — (2; —2)D 


j x 2 y 2 — 8x + y 2 = 0 
Ị 2x 2 — 4x + 10 + y 3 = 0 


Nghiệm : (x;y) — (1; —2)D 


Câu 84 


Nắm rõ rồi chứ ? Tiếp tục đến với các câu tiếp theo. 
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Câu 85 

1 



(x + 1) ( 2 / + 1) + 1 = (x 2 + X + l)(y 2 + y + 1) 
X 3 + 3x + (x 3 — y + 4) y/x 5 — y + 1 = 0 


Giải 


Điều kiện : X 3 — y + 1 > 0 

Thoạt nhìn bài toán có vẻ dễ dàng khi để ý một chút thì (2) có dạng hàm số. Tuy nhiên đấy 
vẫn chưa phải là nút thắt. Đây là một bài toán yêu cầu khả năng xử lí phương trình bậc cao 
tốt. Tam thời ta xử lí (2) trước đã. 

Đặt a/x 3 — y + 1 = t khi đó phương trình (2) sẽ là 

X 3 + 3x + t 3 + 3t = 0 X 3 + 3x = (—í) 3 + 3(— t) <í=> t = —X 

í X < 0 

^ \ y = X 3 — X 2 + 1 

Điều kiện X < 0 khá quan trọng. Nó giúp ta có đánh giá tốt hơn sau đây 


PT(1) 1 = x 2 y + X 2 + y 2 x + y 2 + x 2 y 2 

1 = x 2 (x 3 — X 2 + 1) + X 2 + x(x 3 — X 2 + l) 2 + (x 3 — X 2 + l) 2 + x 2 (x 3 — X 2 + l) 2 

X 8 — X 7 + 2x 5 + X 2 + X = 0 

THI :x = 0=>y = l (TM) 

TH2 : X 7 + 2x 4 + X = X 6 — 1 


x(x 3 + l) 2 = (x 3 — l)(x 3 + 1) 


x = -l->y = -l(TM) 
X 4 — X 3 + X + 1 = 0(*) 


(*) X 4 + X + 1 = X 3 < 3 - X 4 — X 2 + \ + X 2 + X + ị + ị = X 3 

4 4 2 





Do VT > 0 > VP nên vô nghiệm 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (0; 1), (—1; —!)□ 


Ị x 3 (4 y 2 + 1) + 2(x 2 + 1)a/x = 6 
ị x 2 y (2 + 2a/4 y 2 + 1) = X + \/x 2 + 1 


Giải 

Điều kiện : X > 0 

Hình thức của bài hệ rõ ràng là khá rắc rối. Tuy nhiên, để ý ở (2) nếu ta chia cả 2 vế cho X 2 
thì sẽ cô lập được X và y và hi vọng sẽ ra được điều gì. 

Nhận thấy X = 0 không là nghiệm. Chia 2 vế của (2) cho X 2 ta được 

2 y + 2 y\/Ay 2 + ĩ = ỉ + \ + 1 

X X \ x z 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Rõ ràng 2 vế đền có dạng f(t) — t + t\/t 2 + 1 và hàm này đơn điệu tăng. Vậy từ đó ta suy ra 
được 2 y = — thay vào (1) ta có 

X 


X 3 + 1 ) + 2 ^ 2 + — 6 


X 3 + X + 2(x 2 + l)\fx — 6 


Rõ ràng vế trái đơn điệu tăng với điều kiện của X. Vậy X — 1 là nghiệm duy nhất 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) = ( 1; - ) □ 


Câu 87 

1 



y/7x + y+ \J2x + y — 5 
y/2x + y + X — y = 2 


Giải 

Đây là câu trong đề VMO 2000-2001. Không hẳn là một câu quá khó 
Điều kiện : y < min{— 2x; — 7x} 

Xuất hiện hai căn thức vậy thử đặt yJ7x + y — a , y/2x + y — h xem 

Nhưng còn X — y thì thế nào ? Chắc sẽ liên quan đến a 2 ,b 2 . Vậy ta sử dụng đồng nhất thức 

X — y — k(7x + ỳ) + l( 2x + y) ^ k — 

5 5 


Vậy hệ đã cho tương đương 

a + b = 5 

, , 3 a 2 8 b 2 n 

b + - = 2 4» 

5 5 

a, b > 0 


a — 


b = 


15 — y/77 
~2 

\Ỉ77 — 5 




7 X + y = 
2 X + y — 


151 - lõv^ 

2 II 

51 — 5y/77 


X = 10 - V77 
^ < 11 - ỳ/77 

y = - n — 


10 — y/77 ;-2 — 1 n 

Một cách khác cũng khá tốt. Đặt y/7x + y — a, y/2x + y — b và ta xây dựng một hệ tạm sau 


a + ò = 5 , í a + b — 5 , , 5 — X 

n „ _ < , <^b= - 

a — b = hx a — b = X 2 


Thay vào (2) và ta được 


5 — X 


+ £ — y = 2<^x = 2y — 1 


Đến đây thay lại vào (2) và ta cũng ra kết quả 
Một ví dụ tương tự của bài này 
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2.3 Câu 61 ĐẾN CÂU 90 


Câu 88 

1 



y/7ix - y - Vy ~ x = 1 

7 y/y — X + 6 y — 26x — 3 


Nghiệm : (x; y ) = 


/37 81 \ 

V2Õ ; ĩõ y 


□ 


51 



Câu 89 


y/3x( 1 + —Ị— ) = 2 

y x + yj 

v^ỉl-—M = 4 a/2 

V x + yJ 


Giải 


Đây là câu trong đề VMO 1995-1996. Một ý tưởng khá đẹp mắt mà sáng tạo 
Điều kiện : x,y > 0,x + y > 0 
Hệ đã cho tương đương 


1 + 
1 - 


1 _ 2 

X + y y/3x 
1 _ 4a/2 

x + y~ y/ĩỹ 




1 _ 1 2a/2 

x + y V3x - y/ĩỹ 

1 2y / 2 




1 = 


+ 


X + y 


1 2yÍ2 
Vsx \/ĩỹ. 


1 , 2 V 2 
+ 


Vsĩc y/ĩỹ 


V3x V7ỹ 


1 1 8 , , 

- — — -— <í=> 21 xy — (x + y)(7y — 3x) 


X + y 3x 7y 

<=> (y — 6x)(7y + 4x) = 0 y = 6x 
Thay vào phương trình đầu ta được 

11 + 4^7 


1 + — = 


7x y/3x 


X = 


21 


22 , 8 

y ~Y + Ụr 


Một cách khác có thể sử dụng trong bài này đó là phức hóa. Nó mới xuất hiện gần đây 
Đặt y/x = a > 0 , y/ỹ = b > 0. Ta có hệ mới như sau 


ữ T 
b- 


a 2 

a 2 + b 2 a/3 

b _ iy/2 

a 2 + b 2 ~ a/7 


PT(i) + i.pr ( 2)«(» + «) +^ = A + ^ 


Đặt z — a + bi phương trình đã cho trở thành 

1 2 4a/2 . 

z — — — 7 = H- 7 =- ĩ 

z V3 V7 


z a,b => x,y 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (rc; y ) = 


11 + 4 a / 7 _ 22 8 

21 ’ 7 + y/f 


Bài hệ này có khá nhiều dị bản phong phú. Tôi xin giới thiệu cho các bạn 



Nghiệm : (x; y ) = (8; 4) □ 


2.4 Câu 91 đến câu 120 



Nghiệm : (x; y) = (4 + 2>/3; 12 + 6\/3)n 


Câu 92 


vTõx (1 + 


5x + y / 


= 3 


Nghiệm : (x; ỳ) — ị 4 Ị □ 


Câu 93 



2ỰX + 

x + y ỵ 

2-y/x + y/ỹ \ 

x + y ) 


= 2 
= 1 


Tiếp theo ta đến một vài ví dụ về sử dụng phương pháp lượng giác hóa trong giải hệ phương trình 
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Câu 94 

\ 



X 


\J l — y 2 + y\fĩ — X 2 — 1 
(l-x)(l + y) = 2 


Giải 

Điều kiện : M < 1 , \y\ < 1 

Điều kiện này cho ta ý tưởng lượng giác hóa. Đặt X — sina , y — sinh với a, b G 
Phương trình đầu tương đương 

7Ĩ 

sinacosh + sinbcosa = 1 sin{a + ò) = l<^a + 6= — 


7T 7T 
2 ’ 2 


Phương trình (2) tương đương 

(1 — sma)(l + sinb) = 2 (1 — sma)(l + cosa) = 2 <í=> 


7Ĩ 

a — —— 

2 4» 

a = 0 


b = 7T 

6 =ị 


-«• 


® = -1,2/ = 0(L) 

X = 0, y — 1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; ?/) = (0; !)□ 


Câu 95 

1 



2y = x{l - y 2 ) 

3x — X 3 = y( 1 — 3x 2 ) 


Giải 


Thoạt nhìn ta thấy có vẻ hệ này cũng xoàng, chả có gì khi viết nó dưới dạng 


J xy 2 = X — 2 y 
1 X 3 — 3 x 2 y — 3x — y 


Đưa nó về dạng đẳng cấp, nhưng cái chính ở đây là nghiệm nó quá lẻ. Vậy thử hướng khác 
xem. Viết lại hệ đã cho sau khi đã xét 


X = 

y = 


2 y 

l-y 2 , 

3x — X 
1 -3x 2 


Nhìn biểu thức vế phải có quen thuộc không ? Rất giống công thức lượng giác nhân đôi và 
nhân ba của tan. Vậy ý tưởng đã nảy ra 

/ 7Ĩ 7Ĩ\ _ . 

Đặt X = tana với a G J . Từ PT(2) ta sẽ có 

3 tan a — tan 3 a 

y — —7 - —— õ- = tan3a 

1 - 3tairo 


Mà như thế theo (1) ta sẽ có 


2tan3ct 

X = --— -y— — tan6a 

1 — tan 3a 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Từ đó suy ra 


kĩĩ 


tan <ỵ — tanôct <í=ỉ> a = -~r <ỵ — < —— — ; 0; ; — - 

r r r 5 5 


2n 7 T„ 7 T 27T 


_ . . ±2ĩĩ ±6ĩĩ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — tan ——; tan 


±7T ±37ĩ\ 

tan ——; tan — 1 — , ( 0 ; ())□ 

5 5 ) 


Làm một bài tương tự nhé. 


Câu 96 


i 


y = 

X — 


3x — X 3 
1-3x2 

3 y - y 3 

1-37/2 


Sử dụng phương pháp lượng giác hóa trong giải hệ phương trình cần phải nắm rõ các hằng 
đẳng thức, đẳng thức, công thức lượng giác, và cần một nhãn quan tốt để phát hiện một biểu 
thức nào đó giống với một công thức lượng giác. 


Câu 97 

1 



x 3 y( 1 + y) + x 2 y 2 ( 2 + y) + xy 3 — 30 = 0 
x 2 y + x(l + y + y 2 ) + y — 11 = 0 


Giải 


Đây là một hệ khá mạnh nhưng hay. Nhìn vào 2 phương trình ta thấy các biến "kết dính" với 
nhau khá tốt và hằng số có vẻ như chỉ là kẻ đứng ngoài. Vậy hãy vứt hằng số sang một bên và 
thực hiện biến đổi vế trái. Hệ phương trình đã cho tương đương 

( xy(x + y)(x + y + xy) — 30 
xy(x + y) + X + y + xy = 11 


Đến đây ý tưởng đã rõ ràng. Đặt a = xy(x + y) , b — xy + X + y và hệ đã cho tương đương 


ị ab = 30 
ị a + b — 11 


a = 5, b = 6 
a = 6, b = 5 





xy(x + y) = 5 
xy + X + y = 6 
xy(x + y) = 6 
xy + X + y = 5 


THI ■ / xy ( x + y) = 6 

ì xy + X + y = 5 


TH 2 ■ / xy ( x + y) = 5 

ì xy + X + y = 6 







xy = 2 

X + y = 3 



xy = 3 

X + y = 2 

(£) L 


xy = 5 

X + y — 1 




xy — 1 


X + y = 5 

- 


x = 2,y = l 
x = l,y = 2 

5 - V2Ĩ 

X = - Ỳ~iy = 

5 + a/2Ĩ 

X — -V—, y — 

2 


5 + a/2Ĩ 

Y~ 

5 — v^2Ĩ 
2 
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Vậy hệ đã cho có nghiệm : 

Tác giả của nó đã rất khéo 
khăn cho người làm 


, . /õ±\/2Ĩ 5 t 

0; y) = (1; 2), (2; 1), 1 —Ỵ -—; — j D 

léo trộn nhiều lần cách đặt ẩn tổng tích vào một hệ, gây nhiều khó 


Câu 98 


ĩ - , nzr, “ 

\ / sin X V — 5 —h a/cos z y -ị - -7T- = 4 /—— 

V sin X V cos z y V X V y 

í~r~ r~, , — rĩM~ 

\/ sin y + + \/ cos ^ + —5- = \ —— 

V sin y V cos^x V X + y 


Giải 


Bài toán xuất hiện trong đề VMO 2012-2013. Hình thức bài hệ có sự khác lạ khi có cả hàm 
lượng giác chen chân vào. Với kiểu hệ này đánh giá là cách tốt nhất 
Ta sẽ cộng hai phương trình với nhau và sẽ chứng minh VT > 2\/ĨÕ >VP 
Áp dụng Bất đẳng thức Cauchy — Schwarz cho vế phải ta được 



20x 
X + y 


< 



/ 20 y 20x \ 
\x + y X + y J 


= 2a/ĨÕ 


Giờ ta sẽ chứng minh : VT > 2\/ĨÕ tức là phải chứng minh 


sin 2 x + 


sin 2 x 


Va/ cos-^x V 


COS 2 X 


> Vĩõ 


VT — \ ị sinx 


{ sin X 7^—^) + (vỉ) + \ (cosx -— ^ V (vỉ) 

\ sin X / V / y V cos X J V / 

\ ( —7—- 1 -—-(sinxVcosx)l V (2V2) 

V \sinx cosx / V / 


Hiển nhiên ta có sinx V cosx < a/2 nên 


1 1 , . _ 4 4 r- r- 

-V -1-—-(sinx V cosx) > —---V 2 > —= — V2 = v2 

sin X cos X sin X V cos X y/2 

Vậy VT > 1/2 + 8 = a/ĨÕ. Tương tự với biến y và ta có điều phải chứng minh 
‘ 3 9 7 r 

Đăng thức xảy ra khi X = y = — V /c27rũ 


Nguyễn Minh Tuấn - K62CLC Toán Tin - ĐHSPHN. My facebook : Popeye Nguyễn 

















































Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


56 


Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 99 

1 



xựx -y/x = yựỹ + 8y/ỹ 
X — y = 5 


Giải 


Điều kiện : X, y > 0 

0 hệ này cho một phương trình đơn giản quá. Thế thẳng lên (1) chăng ? Không nên ! Biến đổi 
1 tẹo đã rồi hãy thế. Hướng biến đổi khá đơn giản là làm phá vỡ căn thức 
Phương trình (1) tương đương 

y/x{x - 1) = ựỹ{y + 8) => x(x - l) 2 = y(y + 8) 2 

Đến đây thực hiện thế X = y + 5 lên (1) và ta được 

(y + 5)(y + 4) 2 = y(y + 8) 2 4» y = 4 => X = 9 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (9; 4)D 


Câu 100 


J_ + y_ = 2y/x 

\fx X y 

y (a/x 2 + 1 — l) 


+ 2 

= V3t 2 + 3 


Giải 


Điều kiện : X > 0, y Ỷ 0 

Rõ ràng với điều kiện này thì từ (2) ta thấy ngay để có nghiệm thì y > 0 
Phương trình (1) tương đương 

y/x + ỵ = 2 {ựx + y) ^ r ựỉ + y = 0(L) 

X y y = 2x 

Với y = 2x thay vào (2) ta được 

2x (^\/x 2 + ĩ — 1^ = VSx 2 + 3 -v^ ( 2 x 1 — yjX 2 + 1 = 2x <=> VX 2 + 1 — — — — —ỵ= 

Rõ ràng vế trái đơn điệu tăng và vế phải đơn điệu giảm nên phương trình này có nghiệm duy 
nhất X — \/3 =>■ y — 2y/?> 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (v/3; 2 a/3)D 
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Câu 101 

1 



y = —X 3 + 3x + 4 
X — 2 y 3 — 6y — 2 


Giải 

Hình thức bài hệ khá gọn nhẹ nhưng cũng đủ khiến nhiều người phải lúng túng. Nhận xét 
X — y — 2 lầ nghiệm. Ta tiến hành tách như saư 

ị y — 2 — —(x + l) 2 (x — 2) 

\ X-2 = (y + 1 ) 2 (y - 2) 

Đến đây nhân chéo vế với vế ta được 

2(z/ — 2) 2 (y + l) 2 = —(x + l) 2 (x — 2) 2 

Dễ thấy VT > 0 > VP. ở đây đẳng thức xảy ra khi X — y — 2D 


Câu 102 


X 3 — xy 2 + 2000y = 0 
y 3 — yx 2 — 500a: = 0 


Giải 

Dễ dàng đưa được về hệ đẳng cấp. Nhưng ta biến đổi một tẹo để nó tối ưu. 
Hệ đã cho tương đương 


x = y 
x= -y 
X = 2 y 
X = —2 y 

Thay lại với mỗi trường hợp vào (1) và ta được 


y = 0, X = 0 



X (x 2 — y 2 ) — —2000 y 
y(x 2 — y 2 ) — — 500íc 


500o: 2 (x 2 - y 2 ) = 2000 y 2 {x 2 - y 2 ) 4» 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (0; 0), 



□ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 103 


——— -- + 2 — = 1 

X 2 + y 2 — 1 X 

X 2 + y 2 + 4- = 22 

y 


Giải 


Ý tưởng đặt ẩn phụ đã rõ ràng. Đặt X 2 + y 2 — 1 = a , — = b . Hệ đã cho tương đương 

X 


( 3 


2 

1 

X 2 + y 2 = 8 

7 + 26 = 1 

1 a 4 
a± y = 21 


a = 7, b = ^ 

ỉ ^ 

a — 9, b — - 

1 

J 

2x = 7 y 

X 2 + y 2 = 10 

{ b 


L 3 

1 

X = 3y L 


y — ±4-\/—,x — ±14 \ — 
y V 53’ V 53 

X — ±3, y = ±1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = (±3; ±1) Ị ±14y^-; ±4 I n 


Câu 104 


X + - + yjx + y - 3 = 3 

y 

1 

2x + y + - = 8 

y 


Giải 


Điều kiện : y 0,x -\ — >0,x + |/>3 

y 

Y tưởng đặt ẩn phụ cũng đã khá rõ ràng. 


Đặt \ X ± - = a > 0, Jx ± y — 3 = b > 0 . Hệ đã cho tương đương 

y 


Oi T b — 3 
a 2 + b 2 = 5 


<=>• 


a — 1 , b — 2 
a = 2, b = 1 




X + - = 1 

y 

X + y — 3 = 4 

X + - = 4 

y 

X ± y — 3 = 1 




X = 4 — a/ĨÕ, y — 3 + a/ĨÕ 
X = 4 + \/ĨÕ, y = 3 — a/ĨÕ 
X = 3,2/ = 1 
X = 5, y = — 1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (3; 1), (5; —1)(4 ± \/ĨÕ; 3 =F \/ĨÕ)n 
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Câu 105 


x 3 {2 + 3 y) — 8 
x(y 3 — 2) = 6 


Giải 


Đây là một câu khá giống câu số 37 
Nghiệm : 0; y) = (-2; -1), (1; 2)D 


Câu 106 


2 x 2 y + 3 xy — 4x 2 + 9 y 
ly + 6 = 2x 2 + 9x 


Giải 


Bài này nếu lười nghĩ có thể dùng môn võ thế thần chưởng y vào PT(1). Nhưng hãy dùng UCT 
ở đây sẽ tốt hơn. 

Nhận thấy y = 3 là nghiệm (cái này giở lại nhé, tôi không giải thích nữa), thay y = 3 vào hệ 
ta có 

ị 2x 2 + 9a: — 27 = 0 
\ 27 - 2x 2 + 9x = 0 

Như vậy hướng của ta sẽ cộng hai phương trình ban đầu lại và nhân tử 2/ — 3 sẽ xuất hiện. Vậy 


PT{ 1) + PT(2) 44 (3 - y) (2x 2 + 3x - 2) = 0 


Đến đây dễ dàng giải ra (x;y) — 




3(3 ± y/33) 
4 



□ 


Câu 107 




X 2 + 3y = 9 

y 4 + 4(2x - 3 )y 2 - 48 y - 48x + 155 = 0 


Giải 

Đây là một câu khá hóc, không phải ai cũng có thể dễ dàng giải nó được. 
Thế 3y = 9 — X 2 từ (1) xuống (2) ta được 

y A + 8 xy 2 - 12 y 2 - 16(9 - X 2 ) - 48x + 155 = 0 


4» y 4 + 8 xy 2 + 16 y 2 — 12 (y 2 + 4x) + 11 = 0 


y 2 + 4x = 1 
y 2 + 4x = 11 


THI : 


y 2 + 4x = 11 <=> 


9 — X 2 


+ 4x = 11 4^- X 4 — 18ar + 36x — 18 = 0 


X 4 = 18(x — l) 2 4» 


X 2 - 3y/2x + 3a/2 = 0 


X 


+ 3V2x - 3^ = 0 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


TH2 : 




X — 


X — 


3a/ 2 ± \/l8 — Yly/2 . 12a/2 =1= 6a/36 — 2 ÃỤ 2 

2 ỹ * y - ~Ĩ2 

-3^2 ± \A8 - 12^2 . -12^ T 6^36 -24^2 

2 ^ ỉ/ - 12 


y 2 + 4t = 1 4» 


9 — X 2 


+ 4t = 1 44 X 4 — 18x 2 + 36x + 72 = 0 


44 (x 2 — 6x + 12 ) (x 2 + 6x + 6) = 0 44 T = —3 ± \/3 
Vậy hệ có cả thảy 6 nghiệm như trên □ 


y 


= -1 ± 2V3 


Một thắc mắc nhỏ là ở TH2 vì sao X 4 — 18x 2 + 36 íc + 72 = (x 2 — 6x + 12) (x 2 + 6x + 6). Tách 
nhân tử kiểu gì hay vậy ? Casio truy nhân tử chăng ? Có thể lắm. Nhưng thực ra phương trình 
bậc 4 đã có cách giải tổng quát bằng công thức Ferrari. Đối với ví dụ trên ta làm như sau 


X 4 — 18x 2 + 36x + 72 = 0 X 4 — 2 ax 2 + a 2 = (18 — 2 a) X 2 — 36x + a 2 — 72 


Ta phải tìm a sao cho vế phải phân tích được thành bình phương. Như thế nghĩa là 

18 2 = (18 - 2 á) (a 2 - 72) 4» a = -9 


Như vậy 

X 4 - 18x 2 + 36x + 72 = 0 (x 2 + 9) 2 = 9(2x - l) 2 4» (x 2 - 6x + I2)(x 2 + 6x + 6) = 0 

Chi tiết về giải phương trình bậc 4 các bạn có thể tìm dễ dàng trên google. Giờ ta tiếp tục các 
bài hệ. Tiếp theo là một chùm hệ sỉt dụng tính đơn điệu của hàm số khá dễ nhìn. 


Câu 108 


ị (x + \JX 2 + 1 ) (y + y/y 2 + 1 ) = 1 
{ y 35 

1 y + “ 12 


Giải 


Điều kiện : X 2 > 1 

Không thể làm ăn được gì từ (2). Từ (1) ta nhận xét thấy hai hàm giống nhau nhưng chúng 
lại dính chặt với nhau, không chịu tách rời. Vậy ta dứt chúng ra. Phép liên hợp sẽ giúp ta 
Phương trình (1) tương đương 

(x + Vx 2 + 1 ) (y + \Jy 2 + 1 ) (\A/ 2 + ĩ - y ) = \Jy 2 + 1 - y 4» X + Vx 2 + 1 = —y + \Jy 2 + 1 


Tách được rồi nhưng có vẻ hai bên không còn giống nhau nữa. Khoan !! Nếu thay y 2 — (— y) 2 
thì sao nhỉ. Quá tốt. Như vậy cả hai vế đều có dạng /(í) — t + \/t 2 + 1 và hàm này đơn điệu 
tăng. Từ đó ta rút ra X = — y 
Thay lại vào (2) ta được 


y + 


y 

Vỉ / 2 - 1 


35 

12 
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Đây thực ra là một phương trình khá khó chịu. Thoạt tiên khi thấy loại này ta sẽ bình phương 
2 vế lên. Điều kiện bình phương là y > 0 khi đó ta có 


„.2 , V , y 2 

y Vỉhĩ V-1 \12/ 


,35 v_, r-r + r, 2 y 2 {35 
^ 1 + ựyh=l-\V2 


Đến đây đã khá rõ ràng . Đặt 


y 


Vỹ^ 


= t > 0 và phương trình tương đương 


+ 2í - ( II ] =0^ 


49 

t = ~V)^ .. ý 1 

ị = % vV-1 12 
12 


25 

= tr - 


»==4 

y= 4 


Đối chiếu điều kiện bình phương chỉ lấy 2 giá trị dương. 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — ^ j , ( — I j □ 


Câu 109 

1 



(4x 2 + l)x + (y - 3)V5-2 y = 0 
4x 2 + y 2 + 2a/ 3 — 4x = 7 


Giải 

5 3 

Điều kiện : y < ^,x < ^ Viết lại phương trình (1) như sau 

(4x 2 + l)x = (3 -ỳ) ^5-2 y 4» (4x 2 + l)2x = (6 - 2y)y/5-2y 4» / (2x) = / (y/5 - 2 y) 
Với /(í) = í 3 +1 là hàm đơn điệu tăng. Từ đó ta có 2x — Ự5 — 2y =>- X > 0 thay vào (2) ta có 


4x 2 + ( - 2x 2 1 + 2 a/ 3 - 4x = 7 


Giờ công việc của ta là khảo sát hàm số vế trái trên Ị^O; -ịj và chứng minh nó đơn điệu giảm. 
Xin nhường lại bạn đọc 

Với hàm số vế trái đơn điệu giảm ta có X = 4 là nghiệm duy nhất =>• y = 2 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; ỳ) — f ; 2 j □ 


Hãy để ý kĩ mối tương quan giữa các biểu thức trong một phương trình va ta sẽ đạt mục đích 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 110 

\ 



y 3 + y = X 3 + 3x 2 + 4x + 2 

OT^-vO=02^ỹ-l 


Giải 


Điều kiện : 0 < í/ < 2, — 1 < X < 1 
Phương trình (1) tương đương 

y 3 + y = 0 + l) 3 + 0 + 1) y = X + 1 


Thay vào (2) ta có 

Vl — X 2 — Oĩ + X — ựl — X — 1 

t 2 — 2 

Phương trình này không quá khó. Đặt t — Oĩ + X + y/1 — X =>■ Ol — X 2 — — . Thay vào 
phương trình ta được 


t 2 - 2 
2 


= í - 1 


t = 0 
t = 2 




\/l - X + y/l + X — 0 
yjl - X + a/1 + X — 2 


X — 0, y — 1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm :(x]y) — (0; !)□ 


Những bài này thường sẽ nặng về giải phương trình vô tỉ hơn. 


Câu 111 


\/x + l + y/x + 3 + \JX T 5 = y/y — 1 + \/y -3 + y/y — 5 
X + y + X 2 + y 2 = 80 


Giải 


Điều kiện : X > —1, y > 5 
Phương trình đầu có dạng 

/0 + 1) = f(y- 5) 


Với /(í) = \fị + + 2 + 0+4 là hàm đơn điệu tăng. Từ đó 

có 


X + X + 6 + X 2 + 0 + 6) 2 — 80 X = 


505-7 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : 0; y) = ' — 


□ 


ta 


có y = X + 6 thay vào (2) ta 

505 + 5 
y= 2 ^ 


ở đây tôi đã đưa ra một số câu hệ sử dụng tính đơn điệu của hàm số khá đơn giản. Nói là đơn 
giản vì từ một phương trình ta nhìn thấy ngay hoặc một chút biến đổi để nhìn ra dạng của 
hàm cần xét. Tôi sẽ còn giới thiệu khá nhiều những bài cần biến đổi tinh tế để nhìn ra dạng 
hàm, ở những câu sau của cuốn sách. 
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Câu 112 


\fx + \/32 — X — y 2 — —3 
\fx + a/32 — X + 6y = 24 


Giải 

Điều kiện : 0 < X < 32 

Có vẻ đây là một hệ khác rắc rối khi xuất hiện căn bậc 4. Ta sẽ dùng các đánh giá để giải 
quyết cái hệ này 

Cộng 2 phuơng trình cho nhau ta được 

\fx + V32-X + ^x + \/32-x = y 2 - 6y + 21 
Hiển nhiên ta có : VP > 12 

Giờ ta tiến hành đánh giá vế trái. Áp dụng bất đẳng thức Cauchy — Schwarz cho vế trái ta có 

A /x + v/32 — X < -\/(l + l)(x + 32 — x) — 8 

ỷx + \/32-x < yj(l + l){y/x + y/32 - x) < 4 

Vậy VT < VP 

Dấu bằng xảy ra khi (x; y) — (16; 3)D 


Tôi còn một câu ý tưởng giống bài này nhưng hơi khó hơn một chút. Bạn đọc có thể giải nó 


Câu 113 


Ị V2x + 2^/Õ^x ~ y 2 = 2 V 2 

\ </2x + 2ựÕ^x+ 2ự2y = 8 + V2 


Nghiệm : (x;y) — (2; y/2)D 


Câu 114 


x 2 (y + l)(x + y + 1) = 3x 2 — 4x + 1 
xy + X + 1 = X 2 


Giải 


Bài này có lẽ không cần suy nghĩ nhiều. Cứ thế y + 1 lên (1) coi sao 
Nhận thấy X = 0 không là nghiệm. Phương trình (2) tương đương 


x{y + 1) = X 2 — 1 y + 1 = 


X 2 — 1 


X 


Thay lên (2) ta sẽ được 

x(x 2 — 1) ( X + 


X 2 — 1 


X 


— 3x 2 — 4x + 1 


X = — 2 y = —^ 
2 

X = 1 => 7/ = —1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; ỳ) — (1; —1), Ị —2; — h Ị □ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 115 


4 xy + 4(x 2 + y 2 ) + — ' = 7 

(x + y) 2 

2x H --— = 3 

X + y 


Giải 


Điều kiện : X + y Ỷ 0 

Đây là một bài hệ không đơn giản chút nào. Tuy nhiên ta có một nhận xét khá tốt sau đây : 

a(x 2 + y 2 ) + bxy — k(x + y ) 2 + l(x — y) 2 


Giờ hãy phân tích 4x 2 + 4 y 2 + 4 xy — k(x + y) 2 + l(x — y) 2 

Cân bằng hệ số ta thu được : 4x 2 + 4 y 2 + 4 xy — 3(x + y) 2 + (x — ỳ) 2 

Như vậy ý tưởng sẽ là đặt ẩn phụ tổng-hiệu chăng ? Càng có cơ sở khi 2 x = x + y + x — y. Như 
vậy ý tưởng sơ bộ là thế. Biến đổi hệ thành 


3(x + y) 2 + (x - y) 2 + 


(x + yỳ 


= 7 


X + y + 


X + y 


+ X — y = 3 


Đừng vội đặt ngay. Để ý một chút 3 (x + y) 2 + 


(x + yỴ 


— 3 [x + y + 


cách đặt ẩn của ta sẽ triệt để hơn. 

Đặt X + y H--— = a,x — y = b ta thu được hệ mới 


X + y 

b 2 + 3a 2 = 13 
ữ T b — 3 -vv- 
|a| > 2 


a — 2, b — 1 

_ _ 4 u _ T \ o 

a= r b= 2 (l) 


x + y + — l 

X + y 
X — y = 1 


X + y 


— 6. Như vậy 


= 2 




X + y = 1 
X — y = 1 




X = 1 

y = 0 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; ỳ) — (1; 0)D 


OK chưa ? Tiếp tục thêm một câu tương tự nhé 


Câu 116 


19 

x 2 + y 2 + 6 xy - -— —-2 + o = 0 
(x — y) o 

1 5 1 „ 

2 y — + T — 0 

X — y 4 


Giải 


Điều kiện : X 7 - y 
Hệ đã cho tương đương 

2(x + y) 2 - (y-x) 2 - 


9 

ĩ + l = ° 


{y-x) 

l \ 5 

y-x+ ——- + (x + y) + J = 0 
y — X ) 4 


2(x -ky) 2 — ( y — X + 




+ Ẹ = 0 


y — X , 

1 \ ^ 5 

y-x + -—- + 0 + y) + 7 = 0 

y — X ) 4 
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1 


Đặt X + y = a,y — X -ị - —— = b, |ò| > 2 ta có hệ mới 

7/ — r r 


y-x 


a + b = -7 

25 

2 a 2_ ò 2 = _Ẹ 




5 

a ■ 4 ^ 

6=3 

2 


y + x= - 


4 

13 

y — X = —2 

x = 8 >ĩ/ = - 

5 «=> 

£ 3 

y + x = ị 

_ aĩ =8 ’ ỉ ' = 8 

y — X = — - 
y 2 



'7 3\ /73 3' 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — ( 0 ’ 0 ) ’( "0 i — Q Ị 1—I 


Tôi sẽ đưa thêm 2 câu nữa cho bạn đọc luyện tập 


Câu 117 


3(x 2 + y 2 ) + 2xy + 1 = 20 

{x-y) 2 

2x + —— = 5 
x-y 


Nghiệm : (x;y) = (2; 1), 


'4-v!Õ_ <s/ĨÕ-3\ /4 + V^Õ. -3 - v^õ' 


□ 


Câu 118 


(4x 2 — 4 xy + Ạy 2 — 51) (x — y) 2 + 3 = 0 
{2x-7){x-y) + l = 0 


Thử động não một chút xem vì sao lại đưa được về giống 3 câu trên ? 

\ [5-V3 1 + Vs\ (5 + V 3 1-V3\^ 

Nghiệm :(*; y) = j □ 


Câu 119 


2x 2 + X — - = 2 


y 


_ 2 
yX 


y „ 

V = -2 


Giải 


Điều kiện : y 7 ^ 0 

Phương trình (2) tương đương với 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Đặt a = - ta chuyển hệ về 

y 


Ị 2x 2 + X — a = 2 
Ị 2a 2 + a — X = 2 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = (±1; ±1), 


X — —1, a = — 1 
X — 1, a — 1 

- 1-73 73 — 1 


X = 


-,a = 


2 _ 

73 — 1 — 1 — 73 

X — — , a — -——— 


2 

T ± 73 


;1 T >/3 □ 


Câu 120 

1 



4x 2 + y A • 
4x 2 + 2 y 2 


ẩxy ? ' — 1 
- 4x|/ = 2 


Giải 

Hình thức khá gọn nhẹ nhưng cũng rất khó chơi. Một chút tinh ý ta nhận thấy y 2 — 1 là 
nghiệm của hệ. Thay vào và ta rút ra 

PT(1) — PT( 2) y 4 — Axy 3 — 2 y 2 + Axy + 1 = 0 (y 2 — ĩ)(y 2 — 4 xy — 1) = 0 

Với y = 1 thay vào (2) ta tìm được X = 0 hoặc X = 1 

Với y = — 1 thay vào (2) ta tìm được X = 0 hoặc X = — 1 

Với y 2 — Axy + 1. Không cần nghĩ nhiều, thế trâu bò vào cho nhanh !!! 

y y 2 — 1 __ 

Ta rút ra X = — - thay vào (2) ta có 

Ay 


y 2 - 1 

Ay 


+ 2y z + 1 - y z = 2 4» 5y 4 - 6y 2 + 1 = 0 4» 


y = — 1 =>■ X = 0 
y — 1 => X — 0 

1 1 
y — -7= =>• X = — 7 = 

a/5 ỷ 

y = — 7 = =>■ X = —- 7 = 

a/5 75 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; ỉ/) = (1; 1), (-1; -1), (0; 1), (0; -1), ị 4^; —4ì ’ ( —4; ) □ 


75’ 75/ ’ V 75 ’75 
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2.5 Câu 121 đến câu 150 


Câu 121 

1 



X 


+ x á y + 9y — y A x + x 2 y 2 + 9x 


x(y 3 


X' 


0 = 7 


Giải 

Không cần biết Tổ quốc nơi đâu, chiến phương trình đầu đã 


PT(1) (x — y)(x(x + y) 2 — 9) = 0 

Với X = y kết hợp với (2) rõ ràng không thỏa 
Còn lại ta kết hợp thành một hệ mới 

J X (y 3 — X 3 ) = 7 
\ x(x + y) 2 = 9 


Đây là một bài toán khá quen thuộc và hấp dẫn đã từng xuất hiện trên báo THTT, cách làm 
phổ biến nhất vẫn là "trâu bò" 


Trước hết có đánh giá X > 0 và rút ra y = 



Thay xuống ta có 


X 




= 9 X 3 + 2x\/x e + 7x 2 + ựx(x 4 + 7 ) 2 = 9 


Đặt vế trái là f(x). Ta có 


f(x) — 3x 2 + 2 


\/x 6 + 7x 2 + 


6 x 6 + 14x 2 
3-ự (x 6 + 7x 2 ) 2 


1 9x 8 + 70x 4 + 49 
+ 3' ựx 2 (x 4 +w 


Vậy f(x) = 9 có nghiệm duy nhất X = 1 =>■ y = 2 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (1; 2)D 


Tiếp theo tôi xin giới thiệu cho các bạn một số câu hệ sử dụng Bất đẳng thức Minkoivski để 
giải. Bất đẳng thức Minkowski là một bất đẳng thức không khó và cũng thường được dùng, 
bất đẳng thức đề cập đến vấn đề độ dài của vectơ trong không gian mà sau này học sinh quen 
gọi nó là bất đẳng thức Vector 
Với hai vectơ "77, V bất kì ta luôn có 

17t| + I h’1 > \lì + lỳ\ 

Nếu tọa độ hóa 2 vecto này ta sẽ thu được 

\J ữi 2 + b\ + \JŨ2 2 + ~b^ p \J (õĩ + CL2) + {bị + Ò 2 ) 

Đẳng thức xảy ra khi (ữi, (X 2 ) và ( 61 , 62 ) là 2 bộ tỉ lệ 
Đây là một hệ quả hay dùng trong giải hệ 

Thì khi nào nhìn vào một bài hệ ta có thể nghĩ đến sỉt dụng Bất đẳng thức Minkowski. Thường 
khi nhìn thấy tổng hai căn thức mà bậc của biểu thức trong căn không vượt quá 2 thì ta có 
thể chọn hướng này. Tôi sẽ nêu 3 ví dụ để bạn đọc hiểu rõ hơn 
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Câu 122 


3x + Ay = 26 

V^ 2 + y 2 - 4x + 2y + 5 + v^ 2 + y 2 - 20x - 10 y + 125 = 10 


Giải 

Ý tưởng sử dụng đã hiện rõ rồi. Bước đầu tiên ta làm đó là phân tích biểu thức trong căn 
thành tổng các bình phương đã. vế trái của ( 2 ) khi đó sẽ là 

y/(x - 2)2 + (y + l ) 2 + ự(x - 10)2 + (y - 5)2 

Tuy nhiên nếu ta sử dụng Bất đẳng thức Minkoivski ngay bây giờ thì nó sẽ là 

VT > ^{x - 2 + X - 10)2 + (y + 1 + y - 5)2 

Không phải 10 nữa mà là một biểu thức khá phức tạp. Khi đó ta phải xem lại cách viết các 
bình phương của mình 

Để ý nếu là hằng số vế phải thì khi cộng vào ta phải làm triệt tiêu ẩn đi. Vậy cần phải viết 
như sau 

VT — \ZJx~— 2)2 + (y + 1) 2 +a/( 10 — x)2 + (5 — y )2 > y/(íc + 2 + 10 — x) 2 + (y + 1 + 5 — y )2 = 10 

Ok rồi. Đẳng thức xảy ra khi ——— = J 3x — Ay = 10 

X — 2 y + 1 

Kết hợp (1) dễ dàng giải ra (x-,y) — ( 6 ; 2)D 


Như ta đã thấy, sử dụng không khó. Tuy nhiên cái khó ở đây chính là nghệ thuật đổi dấu và 
sắp xếp các hạng tử của bình phương để ta đạt được mục đích 


Câu 123 


X 2 — 2y 2 — 7 xy — 6 

\J X 2 + 2x + 5 + yfy 2 — 2y + 2 = \J X 2 + y 2 + 2 xy + 9 


Giải 


Xét phương trình (2) ta có 

VT = \J{x + l ) 2 + 2 2 + yj(y- 1) 2 + 1 2 > ^( x + y) 2 + 32 = VP 

Đẳng thức xảy ra khi X + 1 = 2(?/ — 1) X = 2y — 3 

Thay vào (1) và ta dễ dàng giải ra (x]y) — í—-; - j , (—1; !)□ 
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Câu 124 

1 



Giải 


Bây giờ nếu chuyển căn sang vế trái, hằng số sang vế phải là chết dở. Mấu chốt ở đây là gì ? 
Số 5 chăng ? Đúng vậy, ta phân tích 5 = \/3 2 + 4 2 để sử dụng bất đẳng thức Minkowski. Tuy 
nhiên các đổi dấu và sắp xếp số hạng như thế nào. Cái đó ta phải quan tâm đến vế phải để 
chọn lựa cho phù hợp. ở đây sẽ là 


VT — yj(x + y) 2 + (x + 2 y) 2 + a/4 2 + 3 2 > (x + y + 4) 2 + (x + 2y + 3) 2 = VP 


3 . . , ... X + y X + 2 y 

Đăng thức xay ra khi — — — = — — <í=> X = — hy 


Thay vào (2) và ta dễ dàng giải ra (x;y) — 1; — 7 , ( —1; ^ □ 


Câu 125 


2 y(x 2 — y 2 ) = 3x 
x(x 2 + y 2 ) — 10 y 


Giải 

Một hệ đưa về dạng đẳng cấp rõ ràng. Tuy nhiên, ta hãy xử lí sơ bộ hệ này để loại một số 
trường hợp 

Từ (2) dễ thấy x.y phải cùng dấu, mà nếu thế ở (1) X 2 > y 2 
Trước hết X = y = 0 là một nghiệm của hệ 
Nhân chéo 2 phương trình cho nhau ta được 

20 y 2 (x 2 — y 2 ) — 3x 2 (x 2 + y 2 ) <=> {x — 2y)(2y + x)(5 y 2 — 3x 2 ) — 0 

Vì X và y cùng dấu nên nên từ đây ta suy ra X = 2y hoặc X — 

Đến đây chỉ việc thay vào (1). Xin nhường lại cho bạn đọc 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : 

, , /^30375 ^Ĩ35\ ( ^30375 yĨ3b\ ^ 

(x; y) = (0; 0), (2; 1), (-2, -1), 1 _ Ị 1 □ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 126 

\ 



a/7 + X + a/11 - y — 6 
V7 + y + a /11 — X = 6 


Giải 

Cộng 2 phương trình cho nhan ta có 

Vĩ + X + \/ll - X + \J7 + y + \/ll — y — 12 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy — Schwarz cho vế trái ta có 

VT < V(l + l)(7 + a: + ll-x) + y/(l + 1)(7 + y + 11 - y) = 12 
Dấu bằng xảy ra khi (x; ỳ) — (2; 2)D 


Câu 127 


2 x 2 y 2 + X 2 + 2x = 2 
2 x 2 y — x 2 y 2 + 2 xy — 1 


Giải 


Biến đổi 1 tí, hệ đã cho tương đương 

í 2x 2 y 2 + (x + l ) 2 = 3 , N 2 

1 I 1 \ A„.2 _ 1 ^ (xy + X + 1 2 = 4« 

[ 2xy(x + 1) — X y = 1 

Với xy — 1 — X thay vào (1) ta có 


xy = 1 — X 
xy = —3 — X 


2(1 — x) 2 + X 2 + 2x = 2 ^ 
Với xy = —3 — X thay vào (2) ta có 

2(x + 3 ) 2 + X 2 + 2x = 3 <í=> 


X — 0 (L) 

2 1 

X = — =>■ y = - 
3 2 


X — —- y = - 
3 y Ị 

X = —2 =y y =7 


2 1 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — ( 7-1 

ố 


8 1 
3’ 8 1 ’ 


- 2 d' D 
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Câu 128 


(x- l)(y - l)(x + y - 2) = 6 
X 2 + y 2 — 2x — 2y — 3 = 0 


Giải 


Bài này ý tưởng đặt ẩn phụ đã rõ ràng 
Đặt X — 1 = a,y — 1 = ò ta đưa về hệ sau 


( ab{a + b) — 6 
\ á 2 + b 2 = 5 




a = l,ò = 2 x = 2,y = 3 
a = 2,b = l ^ x = 3,y = 2 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y ) = (2; 3), (3; 2)D 


Câu 129 




(x — y)(x 2 + xy + y 2 + 3) = 3(x 2 + y 2 ) + 2 
4a/x + 2 + a/16 — 3 y = X 2 + 8 


Giải 

16 

Điều kiện : X > —2, y < V- 

3 

Phương trình đầu tương đương 

X 3 — y 3 + 3(x — y) — 3(x 2 + y 2 ) + 2 (x — l ) 3 = (y + l ) 3 y = X — 2 


Thay vào (2) ta được 

4 \Jx + 2 + a/22 — 3x = X 2 + 8 

Đây là một phương trình vô tỉ không hẳn là dễ xơi. Cái hay của bài này ở đây 
Phương trình đã cho tương đương 


4 ( Vx + 2 


X + 4 


+ ( \J22 — 3x - —— ) = X 2 — X — 2 


/ 


^4 


9(íc + 2) — ÍC 2 — 8x — 16 
X + 4 


\ 


9 ( \/x + 2 + 

í 


( 


9(22 - 3x) - z 2 + 28x - 196 




9 ( V22 - 3x + 


14 — X 


[x 2 — X — 2) 


\ 


1 + 


V 


+ 


I /—— ^ X + 4 \ / ——— 14 — X 

9[ựx + 2 + —ỉ—) 9 V22 - 3x + 


3 ) J 


= X 2 — X — 2 


= 0 4 » 


X = —1 

X = 2 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; 7/) = (2; 0), (—1; —3)D 


Câu hỏi đặt ra là vì sao lại chọn được những biểu thức kia để liên hợp. Một sự tình cờ chăng? 
Không ! Là cả một phương pháp đó ! Tôi xin viết 1 bài nhỏ ở đây tiếp 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Đối một phương trình vô tỉ, phương pháp hay dùng nhất đó là nhân lượng liên hợp. Tuy 
nhiên, nhân hên hợp cũng cần một chút kĩ thuật. Đối với bài này ta tiến hành như sau 
Nhẩm hoặc Casio ta thấy phương trình có nghiệm X = — 1; X = 2 

Đối với phương trình có 2 nghiệm trở nên thì cách thêm bớt hằng số vào mỗi căn rồi liên hợp 
là không phù hợp, ở đây ta không thêm bớt hằng số mà thêm hẳn một biểu thức ax + b nào đó 
Trước hết với \Jx + 2 nhé 

Với X = — 1 thay vào căn có giá trị bằng 1, thay vào biểu thức thêm ta có — a + 6 = 1 

Với X = 2 thay vào căn có giá trị bằng 2, thay vào biểu thức thêm ta có 2a + b = 2 
s J 14 

Giải hệ này ra ta có a = b = - 

3 3 

Vậy biểu thức cần chèn vào đó là —;— 

3 

Tương tự với V22 — 3x . OK ??? 


Câu 130 


Ị y/x 2 + x + y + l + x+^/y 2 + x + y + l + y = l8 
\ ^X 2 + X + y + 1 — X + \/ y 2 + X + y + 1 — y = 2 


Giải 

Ý tưởng đặt ẩn cũng đã lộ rồi 

Đặt yf X 2 -\- X + y + 1 + y/y 2 + x + y + l — a > 0, X + y — b ta có hệ mới 

J a + ò = 18 ^ Ị a — 10 ^ Ị x + y = 8 

\ a - b = 2 ^ { b = 8 ^ { V^+9 + V^+9 = 10 

Đây là một hệ khá đơn giản và có nhiều cách. Tối ưu nhất đó là 

Vx 2 + 3 2 + y/y 2 + 3 2 > \/(x + y) 2 + (3 + 3) 2 = 10 
Đẳng thức xảy ra khi (x; y) — (4; 4)D 


Câu 131 


12x + 3 y — 4:ựxỹ — 16 
Vĩx + 5 + y/y + 5 = 6 


Giải 

5 

Điều kiện : X > > —5,xy > 0 

Từ phương trình đầu ta thấy ngay X, y > 0 
Phương trình đầu tương đương 

12x + 3y = 16 + 2y/Axy < 16 + (Ạx + y) 4x + y < 8 

Từ phương trình (2) ta lại có 

VÃ^+5 + ^y + 5 < V(l + l)(4x + y + 10) < 6 

Đẳng thức xảy ra khi 

j Ax = y ( X = 1 

Ị4x + ỉ/ = 8 ^ \ y = 4 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (1; 4)D 
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Câu 132 

1 



2x + (3 — 2 xy)y 2 — 3 
2x 2 — X 3 y — 2 x 2 y 2 — 7 xy + 6 


Giải 

Đây là một hệ cần khả năng biến đổi tương đối tốt. 
Từ phương trình đầu ta thấy ngay 


2^(1 — y 3 ) = 3(1 — y 2 ) 


THI : y — 1 thay vào (2) ta có 

X 3 — 7x + 6 = 0 X = 1, X = 3, X = — 2 

TH2 : Kết hợp với phương trình (2) ta gây dựng một hệ mới 

Ị 2x + 2xy + 2 xy 2 = 3 + 3 y(*) 

\ 2x 2 — x 3 y = 2x 2 y 2 — 7xy + 6 

Nhưng mà phương trình (2) lại tương đương : (xy — 2) (2 xy + X 2 — 3) = 0 

Sao mà phân tích hay thế ? Casio thần chương chăng. Có thể, nhưng ta hãy viết lại phương 

trình (2) một chút 


(2) 2 x 2 y 2 + xy(x 2 — 7) — 2x 2 + 6 = 0 

= (x 2 - 7) 2 - 8 (-2x 2 + 6) = (x 2 + l) 2 

Thấy rồi chứ ? Coi xy là ẩn chính, tính A ra được kết quả mỹ mãn và từ đó có hướng phân 

tích nhân tử như trên 

THI : xy — 2 thay lại (*) ta có 

—1 — y 

2x + 4 + 4y = 3 + 3y => X = ——— 

=> y(l + y) = -4 

Phương trình này vô nghiệm nên trường hợp 1 vô nghiệm 
TH2 : 2 xy = 3 — X 2 thay lại (*) ta có 

2 

2x + 3 — X 2 + y( 3 — X 2 ) = 3 + 3y y = - — 1 

X 

=> 2x — 1^ = 3 — X 2 +> X = 1, y = 1 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; 1), (3; 1), (—2; 1) □ 
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Câu 133 


x{x + y) + ựxTỹ = s/2ỹ (a/V + l) 
x 2 y — 5x 2 + 7 (x + y) — 4 = 6\/xy — X + 1 


Giải 


Điều kiện : y > 0, £ + y > 0 

Xuất phát từ phương trình đầu, sử dụng phương pháp liên hợp 

PT(1) <í=> X 2 + xy — 2y 2 — -ựõỹ — y/X + y 
o{x-y)(x + 2 y) = - —=== 

V 2 y + V x + y 

Rõ ràng x + 2y = x + y + y>0, —-=== < 0 nên từ đó ta suy ra X = y 

' y/2 y + y/x + y 

Thay vào phương trình (2) ta được 

X 3 — 5x 2 + 14x — 4 = 6v^c 2 — X + 1 

Đây là một loại phương trình vô tỉ khá quen thuộc. Cách giải tốt nhất vẫn là thêm bớt và xét 

hàm. Tuy nhiên nếu ý đồ của ta là thêm bớt X 2 — X + 1 vào 2 vế để xét hàm t 3 + 6 1 có vẻ không 

thành công vì vế trái không phân tích được về dạng đó. Ta hãy khéo léo biến đổi một chút như 
sau 

Phương trình đã cho tương đương 

X 3 + 3x 2 + 6x + 4 = 8x 2 — 8x + 8 + 3-v^a; 2 — 8x + 8 

(x + l) 3 + 3 (x + 1) = 8x 2 — 8x + 8 + 3^ỵ8'£ 2 ~^&zT+”8 
Nhìn thấy hàm cần xét rồi chứ ? f{t) = t 3 + 3í và hàm đơn điệu tăng. Từ đó ta có 

X + 1 = 8x 2 — 8x + 8 X = 1, y = 1 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : {x\ y) — (1; !)□ 


Sử dụng liên hợp cũng là phương pháp khá thú vị. Nếu ta đã sử dụng nó tốt trong giải phương 
trình vô tỉ rồi thì khi đối mặt với hệ phương trình, chỉ cần một chút nhận xét hình thức của 
hệ và các kĩ năng tung ra, có thể ta sẽ thành công. Hãy cảnh giác với những bài hệ mà một 
phương trình chứa nhiều căn thức, có thể liên hợp sẽ là đòn đánh tốt nhất để chém đẹp nó 

Tiếp theo ta đến với một câu hệ sử dụng liên hợp khá khó. Mong bạn đọc thứ lỗi vì tôi không 
thể diễn đạt nổi vì sao tôi lại làm vậy. Một kinh nghiệm khi tính giới hạn của hàm số đã giúp 
tôi giải quyết được nó. 
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Câu 134 


y 


y/x 2 - X - y = - 

Ợx - y 

2 (x 2 + y 2 ) - ?) \/2x - 1 = 11 


Giải 

Điều kiện : X f- y,x > -,x 2 — X — y > 0 
Phương trình đầu tương đương 

V X 2 — X — y.\/x — y = y <=> V X 2 — X — y (V x — y — l) + Vx 2 

7 


x 


y-y = 0 




o(x-y-l) 


V X 2 - x-y(x-y - 1) X 2 - X - y - y 2 _ 0 
ịj {x — y) 2 + V x — y + 1 a/o ; 2 — X — y + y 

^ V X<Ầ ~ x ~ y x + y 

ịỊ (x — y) 2 + — y + 1 v^ 2 — X — y + y 

. Giờ đây ta chỉ mong em trong ngoặc luôn c 


= 0 


Thành quả cũng có chút ít rồi. Giờ đây ta chỉ mong em trong ngoặc luôn dương hoặc âm 
Từ phương trình ( 1 ) ta thấy ngay y và V x — y phải cùng dấu. 

Giả sử y < 0 thì suy ra X — y<0^x<y<0. Rõ ràng vô lí vì điều kiện là X > 7 

Như vậy suy ra|/>0=^x>|/>0và hiển nhiên người đẹp trong ngoặc sẽ luôn dương 
Thở phào nhẹ nhõm được rồi. Giờ hưởng thụ thành quả ! Với y — X — 1 thay vào (2) ta có 

2 (x 2 + (x — l) 2 ) — 3 a/2x — 1 = ll'&x= ị ^<=>y = |(TM) 

/5 3\ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : ịx\y) — ( 2 ’ 2 ) ^ 


Câu 135 

1 



X 4 + 2 xy + Qy — (7 + 2 y) X 2 — —9 
2 yx 2 — X 3 = 10 

Giải 

Phương trình (1) tương đương 

X 4 — 7x 2 + 9 — 2 y(x 2 — X — 3) = 0 
(x 2 — X — 3)(x 2 + X — 3) — 2y (x 2 — X — 3 ) =0 


THI : X 2 — X — 3 = 0 


1 - y/Ĩ3 . 79 + 7Ĩ3 

X — -V— =>■ y = -—-— 

2 _ y 36 

1 + VŨ . 79 - \/Ĩ3 

X — ——V— => y — 


TH2 : 2y = X 2 + X — 3 thay vào (2) ta có 

(x 2 + X — 3 ) X 2 — X 3 = 10 <í=> 


36 


X = y5 =>■ y = 1 —— 

fr __ / = " , _ 75 

X = —V 5 =>y = 1 + 2 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Vậy hệ đã cho có nghiệm 

1 — a/Ĩ3 79 + \/Ĩ3 ' 


(x; y ) = 


36 


(l + Vũ 79 - Vũ\ ( r- 
(+2 ; 36 2J 


(-VSil + ^D 


Câu 136 


1 + xy + yjxỹ — X 
— 7 = + yựỹ = -7= + ĩ>ựỹ 

Xy/X A Jx 


Giải 


Điều kiện : X > 0, y > 0 

Cứ quy đồng (2) lên đã. Phương trình (2) tương đương 

1 + xy^/xỹ = X + 3xy/xỹ +> 1 + xyy/xỹ = (1 + 3yfxỹ')x 

1 + xyựxỹ = (1 + 3y/xỹ)(l + xy + ựxỹ) 

Đến đây là một phương trình ẩn ^Jxỹ . Giải phương trình này ta tìm được 

^Jxỹ = 0^x = l,ị/ = 0 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (1; 0)D 



í x 2 y +• y - 2 

Câu 137 

\ 1 


1 X 2 + — 7 T + x 2 y 2 — 3 


1 X 2 


Giải 


Điều kiện : X Ỷ 0 

Bài này nếu thế trâu bò y xuống dưới nó sẽ ra bậc 4 ẩn X 2 . Hơi vất vả. Tuy nhiên, chỉ với một 
vài biến đổi đơn giản nhưng vô cùng tinh tế, ta sẽ đưa về một phương trình khá dễ giải 
Hệ đã cho tương đương 

Ị y{x 2 + 1 ) = 2 
[ y 2 (x 2 + 1 ) = 3 - ^2 

Lấy phương trình dưới chia cho trên ta sẽ thu được 

3x 2 — 1 
y = 2x 2 


Mà theo (1) ta lại có y = „ - 

w y x 2 + l 


như vậy ta có 


3x 2 — 1 _ 2 

2x 2 X 2 + 1 


^x 2 = l=>y = l 
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Vậy hệ đã cho có nghiệm : {x\ y ) = (±1; !)□ 



Điều kiện : X, y Ỷ 0 

Đang thấy tổng và hiệu của 2 đối tượng. Theo bản năng ta sẽ lần lượt cộng trừ 2 phương trình 
để đưa về một đối tượng. 

Vậy lấy (1) + (2) và (1) — (2) ta gây dựng một hệ mới 

í l = 3y2 + x2 ( 2 = 3y 2 x + x 3 
1 1 3x 2 + y 2 ** \ 1 = 3 x 2 y + y 3 

{ y 


Lừng lững một hệ đẳng cấp trước mắt. Nhưng đời không như là mơ. Nếu đặt X = ty sẽ ra 
nghiệm t xấu như một con gấu. Với loại này ta làm gỏi bằng cách cộng hoặc trừ các phương 
trình. Nếu lẻ thì hẳn phải có dạng nào đó đặc biệt. 

Coi hai phương trình sau cùng là (3) và (4). Lấy (3) + (4) và (3) — (4) ta có hệ mới 


ị X 3 + 3 x 2 y + 3 xy 2 + y 3 = 3 
Ị X 3 — 3 x 2 y + 3 xy 2 — y 3 = 1 



(x + yý = 3 
(x - yf = 1 



v^ã + 1 

x “ 2 
\K3- 1 

y= 2 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) = 



V^3 - 1 
2 


□ 


Câu 139 

\ 

1 2x _ X + y/ỹ 

3x 3 y 2x 2 + y 


K 2(2x + ựỹ) = y/2x + 6 - y 


Giải 


Bài toán đã từng xuất hiện trong kì thi vòng 2 học sinh giỏi thành phố Hà Nội và nhanh chóng 
lan tỏa. Để ý một cách tinh tế ta sẽ nhận ra sự thuần nhất của phương trình đầu với 2 biến X 
và ựỹ 

Điều kiện : y > 0, — 3 < X Ỷ 0 

Đặt y/ỹ = tx => y = t 2 x 2 thay tất cả vào (1) ta được 


1 2x 
3x 3 t 2 x 2 


X + tx 
2x 2 + t 2 x 2 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Rút gọn biến X ta đưa về phương trình ẩn t. Cụ thể là 

(t — 2 ) 2 (t 2 + t + l) = 0<í=>t = 2<^ Vỹ = 2x > 0 

Thay vào (2) ta được 

4x 2 + 8x = \j2x + 6 

, 9 . . 25 „ r- -— , 1 

o 4x 2 + lOx + ~r = 2x + 6 + V 2x + 6 + V 

4 4 

^(2x+ịỴ =(V2^+6+ị' 2 


Đến đây đơn giản rồi ! Chú ý điều kiện X > 0. Ta sẽ giải ra X = 


VTt-3 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (rc; y) — 


í Vũ -3 13 — 3 a/Ĩ 7\ 


□ 


y = 


13 — 3VTf 


Câu 140 




3 - {y + 1) 2 = v%- 
X + 8y = V x ~ y ~ 


y 


Giải 

Một chút nhẩm nghiệm đưa ta đến ý tưởng đánh giá cho bài này 
Điều kiện : X — y > 9 
Từ phương trình (1) ta thấy ngay 

Vx — y = 3 — (y+l) 2 <3^x — y<9 


Đẳng thức xảy ra khi X = 8 vầ y = — 1 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (8; — 1)D 

Đây là một ví dụ dùng phương pháp đánh giá nói chung là đơn giản. Tuy nhiên đối với nhiều 
người, đây vẫn là một câu khá hóc nếu không tinh ý nhận ra. Hiển nhiên rồi ! Đánh giá luôn 
là phương pháp thuộc loại khó nhất trong giải hệ phương trình. Việc sử dụng đánh giá hoàn 
toàn là kinh nghiệm và kĩ năng trong quá trình làm bài chứ nó không có một công thức hay 
phương pháp nào cả. Đánh giá thường hay sử dụng nhất thường là : đưa phương trình về tổng 
các đại lượng không âm, đánh giá sự ràng buộc trái ngược của các ẩn, biểu thức (ví dụ trên), 
hoặc sử dụng các Bất đẳng thức thông dụng. Đánh giá tốt trước hết phải nắm chắc các bất 
dẳng thức thông dụng, nhìn bao quát toàn bộ hệ để phác ra sự ràng buộc của các ẩn. Trong 
cuốn sách tôi sẽ còn giới thiệu khá nhiều những câu đánh giá rất khó. 
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Câu 141 


x 2 y 2 + y 4 + 1 = 3 y 2 
xy 2 + X = 2y 


Giải 


Thấy y — 0 không là nghiệm. Hệ đã cho tương đương 

[ x2 + y l + y> = 3 

[ xy + y = 2 ị *(» + ;) = 2 

Đặt a = y H— , |a| >2 . Hệ đã cho tương đương 

y 


X — —1, a = — 2 

X = -l,y = -1 
X — 1, y — 1 

X = 2, a = 1 (L) 


X 2 + a 2 = 5 
xa — 2 




a; = —2, a = — 1(L) 
X = 1, a = 2 




Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x] y) — (1; 1), (—1; —!)□ 


Câu 142 


— + - = 3 — xy 
X y 

1,1 „ 3x 2 y 2 + 2 

o + o = 7 ---- 

X 2 y 2 xy 


Giải 


Điều kiện : X, y Ỷ 0 

Đe ý nếu ta bình phương (1) rồi thế xuống (2) sẽ chỉ còn lại ẩn xy 
Từ (1) ta suy ra 


121 .,11 2 

+ + — (3 — xyỴ <=>• —^ — (3 — xyỴ — — 

X Á xy y z X Á y xy 


Thay xuống (2) và ta thu được 


„ 2 2 

(3 — xy) - — = 7 — 3 xy —— 

xy xy 


1.1 

xy = 1 =>- —I— = 2 
X y 

xy = 2=>- + - = l 
X y 




X = 1 

y = 1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x]y) — (!;!)□ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 143 


(,xy + 3) 2 + (x + y) 2 = 8 
X y 1 

~4 


+ 


X 2 + 1 y 2 + 1 


Giải 

Một bài toán tôi đánh giá là hay. Trước hết có lẽ cứ khai triển cái (1) ra đã 

PT( 1) x 2 y 2 + 6 xy + 9 + X 2 + 2 xy + y 2 = 8 

x 2 y 2 + X 2 + y 2 + 1 = —8xr/ 

(x 2 + l)(y 2 + 1) = —8 xy 

Đến đây chắc hẳn đã nhìn ra rồi nhỉ ? Nhận thấy X = 0 hay y = 0 đền không là nghiệm của 
hệ. Phương trình (1) khi đó sẽ là 


X 2 + 1 y 2 + 1 


X 


y 


Đến đây đặt 


X 


X 2 + 1 


= a , 


y 


y 2 + l 


= b. Hệ đã cho tương đương 


a + b= -ị 
d) = ~ 8 




:: ĩ 

'ị 




X 

1 

X 2 + 1 

2 

y 

1 

y 2 + 1 

4 

X 

1 

X 2 + 1 

“ 4 

V 

1 

y 2 + 1 

2 




X = —1 

y = 2±V3 
X = 2±V3 
y = -1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = (—1; 2 — \/3), (—1; 2 + \/3), (2 — v^ĩ; —1), (2 + \/3; —!)□ 


Câu 144 


x 2 {y + 1) = 6y — 2 

x 4 y 2 + 2 x 2 y 2 + y[x 2 + 1) = 12 y 2 — 1 


Giải 


Rất khó để tìm được gì khi xét từng phương trình, hoặc cả hai, tốt nhất hãy dùng sự trân bò 
để làm 

Hệ đã cho tương đương 

/ (x 2 + ì)(y + ĩ) = 7y-ĩ 
Ị y 2 (x 2 + l) 2 + y(x 2 + 1) = 13 y 2 — 1 

Thế X 2 + 1 = — xuống (2) ta có 

y + 1 


y 


2 


(ĩy-l\ 2 , ..71,-1 

\TTĩ) +y -JTĨ 


= 13 y 2 - 1 
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4» 36 y 4 - 33 y 3 - 5ị/ 2 + ỉ/ + 1 = 0 4» 



=» 


X 2 + 1 = 3 
x 2 + l = l ^ 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (— ị/2; 1), (a/2; 1), 



□ 


X = ±y/2 
X = 0 


Câu 145 


X 2 + y 2 = 5 

Vỹ - l(z + y - 1) = (y - 2)a Jx + y 


Giải 


Điều kiện : y > l,x + y > 0 

Không làm ăn gì được từ (1). Ta sẽ phân tích (2) 

Đặt yjx + y = a > 0, \Jy — 1 = b > 0 . Phương trình (2) sẽ tương đương 

b(a 2 — 1) = a(b 2 — 1) 4^ (a — b)(ab + l) = 0y^a = Ò4^x = — 1 => y = 2 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (—1; 2)D 


ị 2x(x + i)(y + 1) + xy = —6 
\ 2 y(y + l)(x + 1) + xy = 6 

Giải 

Hệ nhìn có vẻ khá đối xứng nhưng hệ số lại đối nhau. Thói quen khi thấy kiểu bài này là ta 
cộng 2 phương trình lại. 

PT{ 1) + PT( 2) 43- 2(x + y){xy + X + y + 1) + 2 xy = 04» (x + y + l)(x + y + xy) — 0 
THI : x = — (y + 1) thay vào (2) ta có 

-2 y 2 {y + 1) - y(y + 1) = 6 4» y = -2 X = 1 
TH2 : xy + X + y — 0 . Kết hợp thêm với phương trình (2) như sau 

(2) 4» 2 y(xy + x + y + l)+xy = 6<ị^2y + xy = 6^2y~(x + y) = 6<^y = 6 + x 

Thay lại vào trường hợp 2 và ta tìm thêm (x; y) — (a/ĨÕ — 4; \/ĨÕ + 2), (—4 — \/ĨÕ; 2 — \/ĨÕ) 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; —2), (VTÕ — 4; \/ĨÕ + 2), (—4 — a/ĨÕ; 2 — \/ĨÕ)n 


Câu 146 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 147 

1 



6x 4 — (x 3 — x)y 2 — (y + 12)x 2 — —6 
5x 4 — (x 2 — 1 ) 2 .y 2 — llx 2 — —5 


Giải 


Nhận thấy X = 0 không là nghiệm của hệ này 
Chia cả hai phương trình cho X 2 ta có 


6x 2 + — (X y 2 — y — 12 = 0 

X 2 { x) y y 

5x 2 + -^r — (X — —'ì y 2 — 11 = 0 

X 2 \ X) 




6ị X — ] — íx — ) y 2 — y = Q 

51, _ ly - _ 1) V - 1=0 


Đến đây đặt X — — = a. Hệ trở thành 

X 


6 a 2 — ay 2 — y = 0 
5 a 2 — a 2 y 2 — 1 = 0 


& 


a= 2 ' v= l 

a=l,y = 2 


<=> 


1 1 

X -= - 

X 2 

y = ĩ 
1 

X -= 1 

X 

y = 2 




X — 


1 ± VĨ7 


y = 1 


X — 


y = 2 


1 ± Võ 


Nhiều bạn sẽ băn khoăn là hệ kia giải ra a và y thế nào. Tlh tôi gợi ý là chia cả 2 phương trình 

\ y 

cho a 2 rồi đặt y + — — X, — — Y 

z « 211 C )1 1 lì, í^ 21 □ 


Câu 148 


X — 2 y/y + 1 = 3 

X 3 — 4 x 2 \Jy + 1 — 9x — 8 y = —52 — Axy 


Giải 


Điều kiện : y > — 1 

Nhìn thấy y/y + 1 ở phương trình (2) cho ta hên tưởng đến phép thế ở đây. Có lẽ sẽ phải chơi 
trâu bò với hệ này 

Từ (1) ta suy ra 2y/y + 1 = X — 3 và y = - ■ Thay tất cả xuống (2) ta được 


X 3 — 2x 2 (x — 3) — 9x — 2(x 2 — 6x + 5) = —52 — x(x 2 — 6x + 5) 


X = — 3(1/) 

X = 7 => y = 3 


Tôi loại X = — 3 vì từ phương trình đầu để có nghiệm thì X > 3 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = (7; 3)D 
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X 2 + y 2 + X = 3 


Câu 149 


X 2 — ẩy 2 + 


2 xy 


X + y — 1 


= -1 


Giải 

Điều kiện : X + y Ỷ 1 Phương trình (2) tương đương 

(X 2 — 4 y 2 )(x + y — 1) + 2 xy - — (.r — y — 1) 
Phân tích nhân tử ta được 

(x + 2y — ĩ)(x 2 — 2y 2 — xy + y + 1) = 0 


THI : X + 2y — 1 = 0 thay vào (1) dễ dàng tìm được 

— 1 — 2a/Ĩ4 3 + \/Ĩ4\ Í 2 VŨ -1 3 — vTĩ' 


(x- y) = 


5 5 \ 5 2 

TH2: Kết hợp với (1) ta thiết lập một hệ mới 

X 2 — 2 y 2 — xy + y + 1 
X 2 + y 2 + X = 3 

Hệ này đã có cách giải bằng phương pháp UCT tôi nêu ở khoảng câu 20. ở đây sẽ là 

PT(1) — PT{ 2) 3 y 2 + xy + X — y — 4 = 0 (y + l)(x + 3y “ 4) = 0 

Đến đây dễ dàng rồi 
Hệ đã cho có nghiệm 

. . - 1 - 2 VŨ 3 + %/]!^ / 2 VI 4 -I 3-^ĩĩ\ ( 11 17\ „ „ , NI _, 

(.; V) = I -^p-i 3 -±£- J , (2^; -=5^ J • (-u ; ĩo) ■ (li 1} ’ (li - 1 )' ( - 2i - 1)D 


Câu 150 


2x 2 — 2 xy + 3x — 2y — 1 = 3y / (x 2 — l)(x — ỳ) 
yjx + 1 + A Jx-y — y/2x - y + 2 


Giải 


Điều kiện : x > 1, X > y 

Phương trình (1) cho khá rắc rối nên thử khai thác (2) xem sao. Với hình thức như trên có lẽ 
bình phương là giải pháp tốt nhất. PT(2) khi đó sẽ tương đương 

2x - y + 1 + 2a/ (x + l)(x — y) = 2x - y + 2 \J(x + l)(x - ỳ) — ^(*) 

Thật tinh ý thì vế phải của (1) sẽ là 

3\/(x + l)(x-y)(x- 1 ) = ị.Vx - ĩ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Khá gọn đẹp, nhưng ta muốn gọn hơn nữa cơ. Từ (*) ta lại có 

2 , 1 
X — xy + X — y = - 

Một chút biến đổi vế trái của (1) ta được 

. 2 , . , 1 „ 1 
2(x — xy + x — y)+x — 1 = - + X — 1 = X — - 

Vậy phương trình (1) sau khi kết hợp được từ (2) sẽ là 


2x — 1 = 3y/x — 1 -v=> 


X = 2 => y = 
5 


Vậy hệ đã cho có nghiệm :{x\y) — 





23 

1 

36 


2.6 Câu 151 đến câu 180 


Câu 151 

1 



8x 2 + 18 y 2 + 36 xy 
2x 2 + 3 y 2 = 30 


5(2x + 3y)y/6xy = 0 


Giải 


Điều kiện : xy > 0 

Nhận thấy ngay sự thuần nhất của phương trình đầu, đặt y — tx hoặc chia cho X 2 luôn chăng 
? Không nên. Hãy biến đổi để giảm sự cồng kềnh đã. 

Phương trình đầu tương đương 

2(2x + 3 y) 2 + 12 xy — 5(2x + 3 y)-ự6xy (2x + 3 y — 2^/6xy)(4:X + 6 y — \/6xy) — 0 


THI : 

te + 3y = 2ựẽĩĩ*ị2»Ị° ỉxy + gy2 = 24xu *2x = 3y 
Thay vào (2) ta được 

9v 2 

^L- + 3y 2 = 30 Oy = 2^x = 3 

TH2 : 

4x + 6y = y/ẽxỹ 4» Ị ỉ 6 y x 2 ~ + ị8xy + 36y 2 = 6xy & Ị 8x 2 ị 21xy + 18 y 2 = 0 (VL) 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : {x\ y) — (3; 2)D 
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Câu 152 


X 2 + y 2 


+ 


X 2 + xy + y 2 


2 V 3 
XyJ2xy + 5x + 3 = 4 xy — 5x — 3 


= X + y 


Giải 


Điều kiện : y/2 xy + 5x + 3 > 0 

Nhận thấy ngay sự thuần nhất của phuơng trình (1). Tuy nhiên nếu đặt y = tx sẽ ra một 
phuơng trình ẩn t không phải là dễ chơi. Tuy nhiên nhận xét ở đây X — y > 0 thỏa mãn (1). 
Có thể có đánh giá nào chăng ? Nếu bạn còn nhớ kiểu tách như câu 115 thì sẽ khá đơn giản. 
Ta làm như sau 


X 2 + y 2 /1 . .- 1 . . - 

—2 V 4^ + ^ + 4 1 “ ^ - 


x + y 


X 2 + xy + y 2 /1 1 

-3- = V 4^ + v ’ + ỸT X - y ’ - 


X + y 


Vậy VT > \x + y\ > X + y. Đẳng thức xảy ra khi X — y > 0 thay vào (2) ta có 


x\/2x 2 + 5x + 3 = 4x 2 — 5x — 3 o (2x 2 + Ĩ)X + 3) + x\j2x 2 + 5x + 3 — 6x 2 — 0 

<3- (V2x 2 + 5x + 3 — 2x j (^y2x 2 + 5x + 3 + 3x j = 0 <3- V 2x 2 + 5x + 3 = 2x^x = 3,y = 3 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : {x\ y) — (3; 3)D 



X + \J X 2 — y 2 9x 

Câu 153 


X — \J X 2 — y 2 5 



X 3x + 5 


< y 30-6 y 


Giải 

Điều kiện : y Ỷ 0, y Ỷ 5, X 2 > y 2 

Một câu hệ thuộc loại khá khó chơi. Ta sẽ khai thác từ (2). Suy ra 

30x ^ 30o; 9x 6x 

y = tvrrr ** 9x + 5 =„** ir = 

9x + 5 y 5 y 

Thế lên (1) đồng thời chút ít biến đổi ta được 

[x+ y/: 


' X 2 — y 2 




X 2 — ( X 2 — y 2 ) 


X = 0 


——— 2x 2 — y 2 + 2 X\jx 2 — y 2 — 6 xy — y 2 

y 


X 


+ \J X 2 — y 2 = 3 y => X 2 — y 2 = 9 y 2 — 6 xy + 




X 


X — 0(L) 
5 

X = -y 

3 y 


Với X = ^-y dễ dàng giải ra X = 5, y = 3 (TM) 
o 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (5; 3)D 
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Ị \/3 + 2 x 2 y — x A y 2 + x 2 (l — 2x 2 ) — y 4 
\ 1 + y/l + (x — ỳ) 2 + x 2 (x ẩ — 2x 2 — 2 xy 2 + 1) = 0 


Giải 

Trừ 2 phương trình cho nhau ta được 

\/4 — (x 2 y — l) 2 = 1 + a/1 + (x — y) 2 + (x 3 — ý 2 ) 2 

Dễ thấy VT < 2 < VP 

Dấu bằng xảy ra khi X — y — 1 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = (1; !)□ 



( 1 1 2 
+ — 

Câu 155 


Vl + 2x 2 V 1 + 2 y 2 VI + 2 xy 


K V^(! - 2x) + y/y(ĩ - 2 y) = ị 


Giải 

Bài toán xuất hiện trong đề VMO-2009. Bài này yêu cầu cần một chút kiến thức về bất đẳng 
thức mới có thể giải quyết được 

Điều kiện : 0 < X, y < ^ 

Ta có 


Đặt a — y/2x, b — y/2y , a,b G 


0; 1/2 


VT = 


< \ 2 


Ta sử dụng bổ đề với a, b > 0 và ab < 1 ta có bất đẳng thức 

11^2 

< 


1 1 
+ 


1 + a? 1 + b 2 


1 + a 2 1 + b 2 1 + ab 

Thật vậy bất đẳng thức trên tương đương — — — 9W1 I — < 0 (Đúng) 


Vậy 


VT < 


(1 + ab)( 1 + a 2 )(l + b 2 ) 
2 =VP 


■ựl + ab 

Đẳng thức xảy ra khi X — y thay vào (2) và ta dễ dàng tìm ra 
, , _ I' 9 -V 73 9-773 ^ ị 9 + À/73 _ 9 + VỸ3 ^ D 


36 


36 


36 


36 
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Câu 156 


xy — X + y = 3 

Ax 3 + 12x 2 + 9x = —y 3 + 6y + 5 


Giải 

Bài toán xuất hiện trong một đề thi chọn đội tuyển học sinh giỏi của Đại học Vinh. Đây là 
một bài toán khá khó và mang tính đánh đố cao về ý tưởng. Có thể sử dụng UCT dạng nâng 
cao để giải quyết nó nhưng tôi khuyên không nên dùng. Ta làm như sau. Hệ tương đương 

Ị 3 xy — 3x + 3y = 9 
1 4x 3 + 12x 2 + 9x — —y 3 + 6y + 5 


Trừ 2 phương trình trên cho nhau ta được 

Ax 3 + 12x 2 + 12x + 4 = —y 3 + 3 xy + 9y 

4(íc + l) 3 + 4 y 3 — 3 y 3 + 3 xy + 9y 
A(x + 1 + y) [(x + l) 2 - (x + 1 )y + ý 2 ] = 3 y(y 2 + X + 3) 
Bước then chốt là đây. Ta thế X = xy + y — 3 thay vào vế phải ta có 

4(x + y + 1) [(íc + l) 2 — (x + 1 )y + y 2 } = 3 y(y 2 + xy + y — 3 + 3) 

ị(x + y + l)[(x + l) 2 - (x + 1 )y + y 2 ] — 3 y 2 (x + y + 1) 

(x + y + ĩ)(2x + 2 — y)' 2 = 0 

Với y — —X — 1 thay vào (1) ta được X 3 + 3x + 4 = 0 (Vô nghiệm) 


Với y — 2x + 2 thay vào (1) ta được 2x 2 + 3x — 1 = 0 


X — 


X = 


-3 + VĨ7 
4 

-3 -ỰĨ7 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = ( 3 + — • 1 + — ^ ^ —-— • 1 -— 


□ 


Thật khó để nghĩ được một phép thế khá ảo như thế kia phải không ? Bài toán này có khá 
nhiều phiên bản khác, thật ngạc nhiên là cách giải gần như giống hệt phiên bản này. Tôi sẽ 
giới thiệu thêm một số câu cho bạn đọc. 


Câu 157 




xy - 
Ax 3 


X — y — 1 
- 12x 2 + 9x = 


-y 3 + 6y + 7 


Giải 

Hệ đã cho tương đương : I 3 J : ll~ ^=1 _ y3 + 6y + 7 
Trừ 2 phương trình trên cho nhau ta được 

A{x — l ) 3 = —y 3 + 3 xy + 3 y 


Nguyễn Minh Tuấn - K62CLC Toán Tin - ĐHSPHN. My facebook : Popeye Nguyễn 






























Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


4(x — l) 3 + Ay 3 = 3 y 3 + 3 xy + 3 y 
4(x + y — l)[(x — l) 2 — (x — 1 )y + ỳ 2 ] = 3 y(y 2 + X + 1) 

<^>4 {x + y- l)[(x - l) 2 -(x- 1 )y + y 2 ] = 3 y{y 2 + xy - y - 1 + 1) 
4(x + y — l)[(x — l) 2 — (x — 1 )y + y 2 ] — 3 y 2 (x + y — 1) 

(x + y — l)(2x — 2 — 2 /) 2 = 0 
Với y — 1 — X thay vào (1) ta được X 2 — X + 2 = 0 (Vô nghiệm) 


Với y — 2x — 2 thay vào (1) ta được 2x 2 — 5x + 1 = 0 


x — 


5 - VŨ 

4 “Ị 

5 + VĨ7 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 


\ / 4 

5-VĨ7_1-a/Ĩ7\ í 5 + \/Ĩ7_ 1 + vTr 
4 ; 2 / ’ 4 ; 2 


□ 


Câu 158 




xy — X + 2y = 4 

Ax 3 + 2Ax 2 + 45t = —y 3 + Qy — 20 


Giải 

6y — 3 t + 3 xy — 12 = 0 
Ax 3 + 24t 2 + 45x = — y 3 + 6y — 20 
Trừ 2 phương trình trên cho nhau ta được 


Hệ đã cho tương đương 


4x 3 + 2Ax 2 + 48x + 32 = —y 3 + 3 xy + 12 y 

A(x + 2) 3 + 4 y 3 — 3 y 3 + 3 xy + 12 y 
<=> A(x + y + 2) [(x + 2) 2 — (x + 2)r/ + y 2 ~ị — 3y(y 2 + X + 4) 

Thế X = xy + 2y — 4 vào vế phải ta được 

4(x + y + 2) [(x + 2) 2 — (x + 2)y + ỉ/ 2 ] = 3r/(r/ 2 + 2r/ + xy — 4 + 4) = 3 y 2 (x + y + 2) 

(x + y + 2) (4(x + 2) 2 — 4(x + 2 ) 2 / + y 2 ) =0 

Với y — —X — 2 thay vào (1) ta được X 2 — 5x + 8 = 0 (Vô nghiệm) 

\/Ĩ7 — 7 


Với y = 2x + 2 thay vào (1) ta được 2x 2 — 7x + 4 = 0 


X = 


X = 


4 

VĨ7 + 7 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 


_ L ~ 4 _ 

\[ỸỈ — 71 + VỸỈ \ ị v/Ĩ7 + 71 — \/Ĩ7 
4 ; 2 ] ’ 1 4 ; 2 


□ 
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Câu 159 

1 



(y - l)VxTĨ = 3 - y 

(4x + 13)v^n = —y 3 — 6(2x — y) — 7 


Gợi ý : Đặt \Jx + 1 = a sẽ đưa về câu 156 


Câu 160 


X 4 — 2x = y 4 — y 
(x 2 — y 2 ) 3 = 3 


Giải 


Bài toán xuất hiện trong một đề thi chọn đội tuyển của trường THPT Chuyên - Đại Học Sư 
Phạm Hà Nội. Thoạt nhìn qua hình thức của hệ này khá gọn nhẹ. Tuy nhiên đây là một câu 
thuộc loại rất khó, yêu cầu khả năng biến đổi cao, đặc biệt là sự xuất hiện khá bí ẩn của con 
số 3 ở phương trình (2). 

Đặt x + y = a,x — y = b ta suy ra ( ab ) 3 = 3 

Phương trình (1) tương đương : ( X 2 — y 2 )(x 2 + y 2 ) = 2x — y 

Giờ hãy đưa hết về a và b. Thì ta có 


X + y = 

Thay tất cả vào (1) và ta được 


ct T b 


+ 


a — b 


,2 x-y = 


a + 3b 


ab 


a + b 


+ 


a — b 


a + 36 


ab(a 2 + b 2 ) = a + 3b 


Đến đây có vẻ chưa sáng sủa gì hơn ? Thế nhưng, con số 3 bí ẩn kia xuất hiện. Ta thử thay 
3 = (aò) 3 vào xem sao. Khi đó (1) trở thành 

ab(a 2 + b 2 ) — a + ( ab) 3 b a(a 2 b + ò 3 — 1 — a 2 b 4 ) = 0 a(b 3 — 1)(1 — a 2 b ) = 0 

Thành quả đã đến. Giờ đã đơn giản hơn rất nhiều rồi 
Với a — 0 hiển nhiên vô lí 

VÓib = l=>a = y3&ị X x ~ y Zy 3 4 

l y= 2^ 

Ị _ 1 Ị x = JL 

Với a 2 b = 1 (ab)a = 1 a = —= ^ b = (v^3) 2 ^ •y /3 

^ l ^-í/= (^3) 2 [ 1 /= — 

Tôi sẽ đưa thêm một câu ý tưởng tương tự nhưng mức độ khó hơn một tẹo. 


/ 2 I ^/3 -y/3 _ 1 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — ' ———— ■ ———— 
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í 4 4 3 1 

Câu 161 


,r y - 4 y 2x 


(x 2 - í/ 2 ) 5 + 5 = 0 


Giải 

Đặt X + y = a, X — y = b thì (dò) 5 = —5. Phương trình đầu tương đương 

4 xy(x 4 — y 4 ) = 3x — 2y 44 4 xy(x 2 — y 2 )(x 2 + y 2 ) = 3x — 2y 


Ta có 

4 xy={a + b){a-b), X 2 + y 2 = ị ((x + y) 2 + (x - y) 2 ) = ị(a 2 + b 2 ), 3x - 2 y = a + ? — 

Thay tất cả vào (1) ta được 


(a + b)(a — b).ab.-(a 2 + b 2 ) — — 

44 ab(a 4 — ò 4 ) = a + 56 44 ab(a 4 — b 4 ) — a — ( ab) 5 b 
44 a(a 4 b — b 5 — 1 + a 4 b d ) = 0 44 a(b 5 + l)(a 4 ò — 1) = 0 


\fh — 1 
2 

^5 + 1 


THI : 

: a — 

0 hiển nhiên vô lý 





TH2 

: b = 

-1 => a = ỷò 


í X 

+ y = 

4 

1 X — 



1 

X 

-y = 

-1 

1 






1 

l y = 

TH3 : 

: a 4 b 

= 1 44 (ab) .a 3 

= 1 

4» 

— ■Ụba 

3 = 1 44 a 



V5 


,6= W44 


X + y = 


X — y — w 


44 


X — 


y = 


w -1 

2/0 

_ w + 1 

2 V5 


_ A ^5 + A / w-l. w+l' 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = -—-—; —-— , — ——= —;- ——= — 

K ’ 1 ° ° 1 1 2 ^5 2 ^5 


□ 


Câu 162 


x 4 -y 4 = 240 

X 3 — 2 y 3 — 3{x 2 — 4 y 2 ) — ị(x — 8 y) — 0 


Giải 

Đây là câu VMO-2010. Lời giải ngắn gọn của nó sẽ là 

PT{ 1) - 8.PT(2) 4» (x - 2) 4 = (y- 4) 4 
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Đến đây dễ dàng tìm nghiệm : (x;y) = (4; 2), (—4; —2)D 

Câu hỏi đặt ra ở đây là sử dụng UCT. Tôi xin trình bày 2 cách sau đây. 

Cách 1 : Tìm quan hệ tuyến tính dựa vào nghiệm 

Dễ thấy cặp nghiệm của hệ là (4,2) và (-4,-2) nên ta nghĩ quan hệ ở đây là X = 2 y. Thay vào 
hệ và ta rút ra 

5(^ + 4) ,PT(l)-2y.PT(2) 

Tuy nhiên, nhìn vào đấy dễ dàng thấy đây là một cách khá trâu bò. ở đây ta đặt X — ±y +1 
để giảm bậc của (1) xuống bậc 3 đồng thời (2) vẫn là bậc 3. 

Vì cặp nghiệm là (4,2) và (-4,-2) nên ta nghĩ đến X = 6 — y hoặc X — —6 — y Với X = 6 — y thì 
hệ trở thành 

í -24 (y - 2) (y 2 - 7y + 22) = 0 
{ —3 (y — 2)(y 2 — 7y + 22) = 0 

4» PT(1) - 8PT(2) o (x + y - 6) (x - y + 2) ((x - 2) 2 + (y - 4) 2 ) 

Với X — —6 — y ta không tìm ra k là hằng số nên loại. 

Cách 2 : Nhận xét các biến X, y độc lập với nhau nên ta hi vong đưa về được hằng 
đẳng thức 

Như vậy ta sẽ tìm số k sao cho 

PT(1) + k.PT( 2) 4» (x + a) A - (y + /3) A = 0 
Ị k = -8 

Cân bằng hệ số ta được < a = — 2 

1/3-4 

Vậy PT(1) - 8PT(2) 4» (x - 2) 4 = (y - 4) 4 . 

OK rồi chứ ? Tôi lại đưa thêm một ví dụ nữa cho bạn đọc 


Câu 163 


x A -y A = 1215 

2x 3 — 4 y 3 — 9(x 2 — 4 y 2 ) — 18(x — 8 y) 


Gợi ý : PT(1) - 6.PT(2) ^ (x - 3) 4 = (y - 6) 4 
Nghiệm : (x;y) — (—6; — 3), (6; 3)n 


Câu 164 

1 



xy — x + y — 2 

X 3 — Ax 2 + X + 18 = 2 y 3 + 5 y 2 — y 


Giải 

Để mới mẻ một chút tôi xin dùng phương pháp chân quê nhất có thể, đó là thế trân bò. 

-Ị- 2 

Từ (1) thấy ngay X = — 1 không là nghiệm và ta suy ra y = -—— ) thế xuống (2) ta được 


X + 1 


X 3 — 4ar + X + 18 = 2 


X + 2 
X + 1 


+ 5 


X + 2 
X + 1 


X + 2 
X + 1 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Rút gọn ta đưa về một phương trình bậc 6 như sau 

X 6 — X 5 — 8x 4 + 4x 3 + 20x 2 — 4x — 16 = 0 


Một phương trình bậc 6 đầy đủ. Chí ít ta mong rằng sẽ tìm ra ít nhất 2 nghiệm để có thể rút 

gọn xuống bậc 4.ở đây dùng Casio sẽ rút ra được 2 nghiệm X — ±\/2. Vậy đã có nhân tử là 
X 2 — 2 rồi. Phương trình trở thành 

(x 2 — 2)(x 4 — X 3 — 6x 2 + 2x + 8) = 0 


Giờ ta xét phương trình X 4 — X 3 — 6x 2 + 2x + 8 = 0. Tôi sẽ trình bày coi như là phương pháp 
giải phương trình bậc 4 tổng quát luôn cho bạn đọc. 

Trước hết hãy đưa các phần tử X 4 — X 3 tống hết vào trong một bình phương, phần còn lại đẩy 
sang phải. Tức là 


X 


o . X 
1 + 4 = 


2ÒX 1 


2x — 8 4 » 



25x 2 

~T~ 


— 2x — 8 


/ n X \ 2 n / ọ x\ 25x 2 

44 ịx 2 — ^ + kj — k 2 + 2k Ị^x 2 ~ 2 ) ^—4 - 2 x — 8 

44 ( x2 — 2 ” = f 2Ả; + X 2 — (k + 2)x + k 2 — 8 

Ta phải tìm k để vế phải trở thành bình phương. Tức là A x > 0 


4» (k + 2) 2 = 4 ^2k + ^ (k 2 - 8) 4» k = -3, k = ±Ỷ J 
Tất nhiên ta chọn giá trị đẹp nhất là k — —3. Thay vào phương trình ta có 

( x2 - 2 3 Y = 4 + 1 


X 


44 x z - ^ - 3 = --1 


X 


Đến đây dễ dàng tìm ra X = {±\/2;- 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = (±\/2; ±\/2), 


1 ± a/Ĩ7 1± vTf' 


□ 


Câu 165 


x-y- 1 = 2y/ỹ 
_ r ~~ (2T-5I/) 2 

V x + Vỹ = 


x-y 


Giải 


Điều kiện : x,y > 0,x y 

Từ (1) ta có X = (y/ỹ + 1 ) thay vào (2) tương đương 


y/ỹ+l + y/ỹ = 


2( y /ỹ+l) 2 -5y 

(y/ỹ+ì) 2 -y 


^ (2y/ỹ + l) 2 — (4-v/ỹ + 2 — 32/)" 
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Đặt 2y/ỹ + 1 


= a,3y = 


b thì phương trình đã cho tương đương 


a 2 — (2 a — b ) 2 +> 3a 2 — 4 ab + ò 2 +>• 


a = b 
3 a — b 


Với a = b 3y = 2y/ỹ +1^|/ = 1^I = 4 

Với 3a = b +> y = 2y/ỹ + 1 -vt> y = 3 + 2\[2 =>- X = 6 + 4v^2 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; 7/) = (4; 1), (6 + 4v / 2; 3 + 2\/2)D 


Câu 166 


16x 2 7/ 2 — 17í/ 2 = —1 
4 xy + 2x — 7y = —1 


Giải 


Ta thực hien biến đổi (2) như sau 

(2) Axy + 1 = 7y — 2x =>■ 16x 2 7/ 2 + 8 xy + 1 = Ax 2 — 28 xy 

17 y 2 + 8 xy — Ax 2 — 28 xy + 49 y 2 4(x 2 — 9 xy + 8t/ 2 ) 


Với X = y thay vào (2) ta có Ax 2 — 5x + 1 = 0 


x=l=^y= 1 (TM) 
X — \ =>• y — \{TM) 


Với x = 8y thay vào (2) ta có 32 y 2 — 9y + 1 = 0 (VL) 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) = (1; 1), í ^ j □ 


+ 49 y 2 

x = y 
X = 8 y 


Ị 2 - <ựx 2 y 4 + 2 xy 2 - y 4 + 1 = 2(3 - y/2 - x)y 2 
\ \JX — y 2 + X = 3 


Giải 

Điều kiện : X > y 2 , x 2 y A + 2 xy 2 — y A + 1 > 0 

Rõ ràng không làm ăn được gì từ (2). Cùng lắm khai thác được cái điều kiện. Ta sẽ khai thác 
(1). Biến đổi ta sẽ được 

\lỊxỹ 2 + l) 2 - y A = 2 [xy 2 + 1 - (3 - V2)y 2 ] 

xy 2 + 1 

Đặt y — = t > 0. Phương trình đã cho trở thành 

y 

Vt 2 - 1 = 2í - 2(3 - v/2) ^ í = 3 X7/ 2 + 1 = 3|/ 2 ^ 7/ 2 = 

3 — X 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Thay xuống (2) ta được 



1 

3 — X 


+ X 


3 4» 


X — 2 =4 y — ±1 
X = 4 — y/2 =4 y — ±^/ựĩ+ĩ 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = (2; 1), (2; —1), ^4 — x/2; '\A/2~TTj , ^4 — \/2; — a/\/2 + 1 j □ 


Câu 168 

1 



X 2 + y 2 + xy — 3x — 4y + 4 = 0 


17(x 4 + 2/ 4 


14y 2 + 49) — (x + 2y) 4 = —8 (xy + 7)(x 2 + 2 xy + 4í/ 2 — 14) 


Giải 


Hình thức của bài hệ quá khủng bố. Thoạt nhìn ta thấy hệ có 1 phương trình là tam thức bậc 
2. Vậy ta thử xem liệu có thể phân tích thành nhân tử được không ? ở đây không được, A x 
quá xấu. Vậy phải quay sang (2) 

Phương trình (2) tương đương với 

17 (x 4 + (; y 2 - 7) 2 ) = 0 + 2y) 4 - 8 (xy + 7) (0 + 2 y) 2 - 2 (xy + 7)) 

4» 17 (x 4 + (y 2 - 7) 2 ) = (x + 2 y) 4 - 8 (xy + 7)(x + 2 y) 2 + 16 (xy + 7) 2 
44 17 (x 4 + (y 2 — 7) 2 ) = ((X + 2 y) 2 — 4 (xy + 7) 2 ) 

44 17 (x 4 + (í/ 2 - 7) 2 ) = (x 2 + 4 y 2 - 28) 2 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy — Schwarz cho vế trái ta có 

VT = (l 2 + 4 2 ) (x 4 + (y 2 - 7) 2 ) > (x 2 + ị(y 2 - 7) 2 ) = VP 

Đẳng thức xảy ra khi 4x 2 = y 2 — 7 kết hợp với (1) ta lập một hệ mới 

ị X 2 + y 2 + xy — 3x — 4y + 4 = 0 
1 4x 2 = y 2 — 7 


Thoạt nhìn đây đúng là hệ gồm 2 tam thức bậc 2 và ta sẽ giải bằng hệ số bất định. Tuy nhiên, 
hằng số k ở đây tìm được quá lẻ, và ta sẽ xoay sang hướng khác đó là đánh giá. 

Viết lại phương trình đần như sau 


ị X 2 + x(y — 3) + y + (y — 2) 2 = 0 
\ y 2 + (x — 4)y + X 2 — 3x + 4 = 0 


Ị A x > 0 

\ A y >0 


Ị 0 < :r < ^ 

l 1 - y - 3 


Với điều kiện kia thì rõ ràng y 2 — 7 < 
Vậy hệ đã cho vô nghiệm □ 


- 7 < 0 < 4x 2 
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Giải 


Điều kiện : y < rnin{±x} 

Với hình thức bài hệ như này ta thấy ngay cần phải đặt ẩn phụ 

y 1 ^ r, . [ X — á 2 + b 2 


Đặt 


X + y 


— a > 0, 


X 


2 V 2 

Như vậy thay vào (1) ta có 


= b > 0 


y = á 1 — b 2 


.. 2 (á 2 + b 2 ) (á 2 — ò 2 ) + 2 (á 2 — b 2 ) ab 
(1) 44 -A-^-— = a + b 

44 7 (a + b) — (a 2 + ò 2 ) (a 2 — b 2 ) + (a 2 — b 2 ) ab 

^ 7 - (a - ò) (a + aò + ò ) ^ I “ 3 + " 3 = ' I 6 = 1 ^ Ị = 3 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (a;; 2/) = (5; 3)n 


Câu 170 


x 3 y + X 3 + xy + X = 1 
Ax 3 y 2 + Ax 3 — 8 xy — 17x — —8 


Giải 


Một bài hệ yêu cầu khả năng rút thế tiíơng đối tốt. 

__í £ 3 (ỉ/ + 1) + x(y + 1) = 1 

Hệ đã cho tưong cìương Ị uụ ị'_ Sx( y + 1) = 9x - 8 

Từ PT(1) ta thế x(y + 1) = 1 — x 3 (y + 1) vào PT(2) và ta có 


(2) 4» 4 x 3 (y 2 + 1) - 8[1 - x 3 (y + 1)] = 9x - 8 


4» 4 x 3 (y 2 + 1 + 2?/ + 2) = 9x 44 4 X 2 [(y + l) 2 + 2] = 9(*) 


Vì dễ thấy X = 0 không là nghiệm nên ta rút gọn ra (*) 

Mà từ phương trình (1) ta lại rút ra được y + 1 = — 2— 

x z (x 2 + 1) 


Vậy (*) trở thành 


Ax 


_x 2 {x 2 + 1) 


+ 2 


= 9 44 


(x 2 + 1) 


+ 8íc 2 = 9 44 X 2 = 1 44 


1 

X = 1 =4 y = —- 

3 

ÍC = —1 =4 y = —- 
y 2 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : {x\ y) — 




□ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 171 


2 \ 3 


hf) v + 2 = f 

(xy + 2) 2 + -^ = 2 y+- 
x z X 


Giải 


Điều kiện : X Ỷ 0 

Phương trình (2) tương đương 


IV „ I x v =--- 2 

Xy + 2 -x) = °H y= lA 

X 2 X 


Thay tất cả vào (1) ta ctược 

(HT-Hẳ-h-Ị 

4» (2 1 - 1) (6í 4 - 12t 3 + 2í 2 + 4í + 3) = 0 

1 3 

THI ■. t= 2 -=>x = 2=>y = — ^ 

2 4 

TH2 : 

6í 4 - 12t 3 + 2í 2 + 4t + 3 = 0 
Sử dụng phương pháp tôi nêu ở câu 164 sẽ đưa về 

6 (t 2 -t-ị) =-\{VL) 


= (í 2 - 2 tf 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x-,y) = ( 2; — ^ □ 


Câu 172 


J x(x 2 — y 2 ) + X 2 — 2a/(x — y 2 ) 3 
\ 76x 2 - 20 y 2 + 2= ựẩx(8x + 1) 


Giải 


Điền kiện : X > y 2 > 0 
Phương trình (1) tương đương 

X 3 + x(x — y 2 ) — 2\J (x — y 2 ) 3 — 0 

Đặt \JX — y 2 = u thì phương trình (1) trở thành 

X 3 + xu 2 — 2 u 3 = 0^x = u<^y 2 = x — X 2 

Thay xuống (2) ta được 

96x 2 — 20x + 2 = \Z32x 2 + Ax 
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Nếu đối với những ai giải tốt phương trình vô tỷ thì sẽ nhận ra ngay dạng bài này thường sử 
dụng phương pháp đánh giá. Nhận thấy X — 7- là nghiệm và chú ý X > 0 . Ta có hướng tách 


như sau. 


96x 2 - 20x + 2 = \/32x 2 + 4x = ựl.l.(32x 2 + 4x) < 


32x 2 + 4x + 2 


1 \h 

3(96x 2 — 20x + 2) < 32x 2 + 4x + 2 (16x — 2) 2 <0ox=^=ì>y = ± o 

8 8 

1 ự' 7 n 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : [x] y) = ị V ±-4- Ị □ 


Tôi giới thiệu thêm một câu gần tương tự nhưng khó hơn. 


Câu 173 

1 



y 2 + (4x — l) 2 = ỰÃxỤồx + 1) 
49x 2 + X = ỉ/\/14x — 1 


Giải 

Điều kiện : X > 

11 

Với điều kiện như thế thì từ (2) hiển nhiên y > 0. Ta có đánh giá sau đây 

40X 2 + X = yVĩĩx — 1 < ^ ít -I y 2 > 80x 2 — 12x + 1 

TỪ (1) ta lại có 

ựÃxỤềx + ĩ) = y 2 + (4x - l) 2 > 80x 2 - 12x + 1 + (4x - l) 2 = 2(48x 2 - lOx + 1) 
Đồng thời 


{/4x(8x + 1) = ^/l.l.(32x 2 + 4x) < 


1 + 1 + 32x 2 + 4x 


Từ đó suy ra 


2(48x 2 - lOx + 1) < — + ^ x - 2 4» 2(8x - l) 2 <9 ^ X = \ ^ y = ^ 

3 8 2 

/ ị 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — -7-- I □ 

\ 8 2 


Câu 174 


\[x — y/x - y - 1 = 1 
y 2 + x + 2yựx — y 2 x — 0 


Giải 

Điều kiện : X > 0, X > y + 1 
Phương trình (1) tương đương với 

\fx — 1 = \J X — y — 1 X — 2ựx + 1 = X — y — 1 t/ = 2 a/x — 2 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Thay vào (2) tương đương 


4(ựx — l) 2 + X + 4:(ựx — l)\fx — 4(Vã; — l) 2 .x = 0 


r 1 

x ~ 4 

X = 4 => y = 2 
9 — \/Ĩ7 
- x - 8 


Nghiệm X — 



9- VĨ7 
8 


không thỏa mãn điều kiện bình phương (1). 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = (4; 2)D 


Câu 175 


y/x 2 + 2y + 3 + 2y — 3 = 0 

2(2 y 3 + X 3 ) + 3 y(x + l) 2 + 6x(x + 1) + 2 = 0 


Giải 


Điều kiện : X 2 + 2y + 3 > 0 
Phương trình (2) tương đương 

2(2 y 3 + X 3 ) + 3 y(x + l) 2 + 6x 2 + 6x + 2 = 0 2(x + l) 3 + 3 y(x + l) 2 + 4 y 3 — 0 

Rõ ràng đây là một phương trình thuần nhất giữa y và X + 1. ở đây ta sẽ rút ra 2y = — (x + 1) 
thay vào (1) ta có 

„ 14 5 

VX 2 — X + 2 = X + 4 <!=> X = —— => y = — 

9 18 

)° 


/ 14 5 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — ( — n’ ĩo 

9 18 


Câu 176 


2x 3 — 4x 2 + 3x — 1 = 2t 3 (2 — y) a/3 — 2 y 

VxT2 = Vl4-a:V3^% +1 


Giải 

3 

Điều kiện : X > —2, y < X 
,y 2 

Hình thức bài hệ quả thật không đơn giản. Đe ý phương trình (1) chia cả 2 vế cho X 2 Ỷ 0 sẽ 
cô lập được X và y , ta hi vọng sẽ ra được điều gì đó 

(1)tt2 “i + ẳ“ằ = (4_2!,)v/ ^ 

tt ( 1 -ĩ) 3 + ( 1 -ỉ) = (v / ^) 3 + v / ^T 

Dễ dàng thấy 2 vế có dạng f(t ) = í 3 +1 là hàm đơn điệu tăng. Từ đó suy ra W3 — 2 y = 1- 

X 

thay vào (2) ta được 

X + 2 - Vl5 - X = 1 
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Rõ ràng vế trái đơn điện tăng nên phương trình này có nghiệm duy nhất X — 7 =>■ y — 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x]y) — 



□ 


111 

"98" 



Giải 


Q 9 

OC''* oc*" 1 

Điền kiện : y V 0, X + y V 0, 7—> 0 

Mj '1 

Phương trình (2) tương đương với 


X 2 . 4x + 3y „ ị X 3 X 2 X 2 . 4x + 3y „ / X 2 4x . X 2 3y 

7- + ' =2\ + 7- 7_ H-—VI = 2W7-.77 + TV.Tp 

82/6 Y 12 y 16 8 y 6 y 8y 6 8y 6 

Nhìn vào biểu thức trên ta thấy để có nghiệm thì — > 0, ——- > 0. Vậy ta có 

8 y 6 


„ r~r , X 2 4x + 3 y 

+ b = 2v aò<tv-a = òy^7— =--- 

8y 6 




X — 6y 
2 

X = —-.y 
3 y 


THI : X = 6y thay vào (1) ta có 


n „ ,48 

37y 2 + 77y = 16 4» 


28 . 168 

S=_ 37^ I= “37 ( ; 

4 3 ' 24 

y = - => X = — 
y 7 7 


TH2 \ X — —My thay vào (1) ta có 
0 


7y + y - 16 y = 16 4» 


»=-> 

_ y = 12 => X = -8 (TM) 


Việc loại nghiệm này dựa vào điền kiện để (2) có nghiệm mà tôi nêu ở đoạn trên. 

/24 4\ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; ỳ) — í “y ’ T / 5 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 178 


x 3 (3y + 55) = 64 

xy(y 2 + 3y + 3) = 12 + hlx 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 


64 

3y + 55 = 

12 ” x , » 
— + 51 = y 3 + 3 y 2 + 3 y 

X 


3(ỉ/ + l) + 52= ; 

\x 

3.— + 52 = (y + l) 3 

X 


4 4 

Rõ ràng là một hệ đối xứng. Từ đó ta suy ra y + 1 = — ^ y — — — 1 thay vào (1) ta có 

X X 

X 3 (— + 52J — 6ị^x — l^y — 3 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x]y) — (1; 3)D 



í 

X A + 2 y 3 — X = —- + 3a/3 
. 1 /— 

Câu 179 



y A + 2x 3 -y = -- ị -3V3 


Giải 


Bài toán xuất hiện trong 1 đề học sinh giỏi Thái Nguyên. Thoạt nhìn có vẻ khá đối xứng nhưng 
không dễ như vậy. Công 2 phương trình cho nhau ta được 

X A + 2x 3 — X + y 4 + 2 y 3 — y = — - 
o (x 2 + x) 2 ~(x 2 + x) + ^ + (y 2 + y) 2 - (y 2 + ỳ) + Ị = 0 


[ X 2 + X — ^ +[y 2 + y~T,) =0 


X 2 + X — 7 - = 0 




X — 


<=> 


y + y - õ = 0 


y = 


-1±V3 
2 

-1±V3 


Thử lại và ta tìm được nghiệm thỏa mãn là (rc; y) — 


-1 - ự3 -1 + V 3 ' 


□ 
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Câu 180 


X + Qy/xỹ — y = 6 

6(x 3 + y 3 ) 

x 72 7 ~ 1 I 2 ' 
ar + xy + y z 


VW 2 + y 2 ) = 3 


Giải 

Đây là một bài toán từng xuất hiện trên báo THTT. Y tưởng của nó là đánh giá. Sau này nó 
xuất hiện khá nhiều trên diễn đàn và có nhiều lời giải khác. Tôi xin trích dẫn 1 phần lời giải 
trong tờ báo. 

Điều kiện : xy > 0, X 2 + y 2 Ỷ 0 

Nếu X, y < 0 thì rõ ràng vế trái của (2) sẽ < 0 và bài toán vô nghiệm. 

Vậy X, y > 0. 

Xét (1) ta có đánh giá sau 

6 = X + a/6 xy — y < X + 3(x + y) — y = 2(2x + y) 4» 2x + y > 3(*) 


Giờ 


Ta lại có các đánh giá sau 

_ . / * 2 + y 2 , _2 , .. 2 / 3(x 2 + y 2 ) ^ 3(x 3 + y 3 ) ^ 2{x 3 + y 3 ) 

2 2 X z + xy + y z X z + y z 

2( x 3 I rụ 3\ 

ta lại chứng minh —-r——— > J2(x 2 + y 2 ) 2(x 3 + y 3 ) 2 > (x 2 + y 2 ) 

x z T y z 

Theo bất đẳng thức Holder ta có 

2(x 3 + y 3 ) 2 — (l 3 + l 3 )(x 3 + y 3 )(x 3 + y 3 ) > (x 2 + y 2 ) 3 

. 3(> 3 + ỉ/ 3 ) 2(x 3 + y 3 ) , 

Vậy ta có : „2 I ,, ■ I I 2 - '2 1'?2 - V 2 x + y) 

x z + xy + x z + y z 

Giờ xét phương trình (2) ta có 

3 = X + _ v /2(x 2 + y 2 > X + 2a/2(x 2 + y 2 ) — a/2(x 2 + y 2 ) 

x z + xy + y z 

— X + \J2{x 2 + y 2 ) >x + x + y = 2x + y 

Vậy ta lại có 2 X + y < 3(**) 

2x + y = 3 ^ . 

4» X = y = 1 

X = y 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; !)□ 


Từ (*),(**) ta có 


2.7 Câu 181 đến câu 210 


Câu 181 


2y 2 -<èy-- = -2 

__ X 

A\Jx + 1 + xy\Jy 2 + 4 = 0 


Giải 

Đây là 1 bài toán mà ý tưởng xét hàm được giấu khá kín. 

Điều kiện : — 1 < X Ỷ 0 

Nhận thấy X = — 1 hoặc y = 0 không là nghiệm của phương trình. Phương trình (2) tương 
đương 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


X —4 X + 1 — 1 y 2 — (y 2 + 4) 

Vx~+Ĩ y\Jy 2 + 4 \Jx + 1 y\Jy 2 + 4 

1 _ y Vy 2 + ị 

Vx + l y/y 2 + 4 
1 . . . 


<(=> VaT+T 


Đến đây ta thấy ngay hàm cần xét ỉầ f(t) = t — ^ và hàm này đơn điệu tăng. Từ đó suy ra 


\Jx + 1 = 


y 


Vy 2 + 4 


X + 1 = 


y 


y 2 + 4 


<Í4> X = 


-4 -4 2 , ^ 

<Í4> — = y 2 + 4 


y 2 + 4 X 


Thay lại vào (1) ta được 


3y — 9y + 6 = 0 -vv- 


y = 1 => X = -hTM) 


y = 2=>x = -ịỊTM) 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; 2 /) = ( —V; 1 Ị , Ị —2 Ị □ 


Câu 182 

ị ựy 3 - 1 + ựx = 3 


\ X 2 + y 3 = 82 




Giải 


Điều kiện : y > 0 
Hệ đã cho tương đương 

^(9-4(9+ưyr^=(» 3 -1)^=4 

I/ 3 — 1 = (9 — x)(9 + x) ^ V x 

THI : y = 1 =>- X = 9 
TH2 : X = 9 =>- y = 1 

TH3 : (9 + x)(3 + ựĩ) = (^^ĩ) 2 

Rõ ràng vô nghiệm vì VT > 27 còn \J ý 3 — 1 < 3 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (9; !)□ 


Câu 183 

1 

í , ,_, 19 1 

X + 2 (y Vx 1 - + 

5 r + 1 


y/2x + y - 2 + y/y - X + 1 = 3 


Giải 

Điều kiện ■. 2x + y — 2 > 0,2/ — X + 1>0,X>1 
Phương trình (1) tương đương 
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+ _L_. 

Nếu y > 2 thì ta có VT >4 >VP. Vậy y < 2 
Ta đánh giá phương trình (2) như san 


VT = \j2x + y - 2 + 


-j=y/2y-2x + 2 


< 



3y <3 


Đẳng thức xảy ra khi y = 2 =>■ X = 2 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (2; 2)D 


Trải qua khá nhiều những câu hệ sử dụng đánh giá, ta mới thấy phương pháp này khó và cần 
kĩ năng biến đổi tốt như thế nào. 


Câu 184 


2x 2 + xy = 1 


9x 2 


2(1 — xỴ 


= 1 + 


3 xy 


2(1 — x) 2 


Giải 

Điều kiện : X Ỷ 1 

Một bài toán khá đặc sắc và lời giải cũng sáng tạo. 

_3 X 

Đặt —— —— — u ta lập thành một hệ mới như sau 

2(1 — x) 2 p 

2x 2 + yx — 1 = 0 
2 u 2 + yu — 1 = 0 

Đến đây có vẻ đối xứng rồi. Nhưng ta không trừ 2 phương trình cho nhau mà có đánh giá như 
sau 

Rõ ràng X và tí là 2 nghiệm phân biệt của phương trình X 2 + yX — 1 = 0. Hiển nhiên vì tích 
c.a là trái dấu. Theo hệ thức Vi — et ta có 

c —3x 1 — 1 ± a/3 

a 2(1 -x) 2 2 2 y 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = 


-l + y/3 


;2 M 


-1 - ^3 


2 □ 


Câu 185 


4 x 2 y 2 + xy 2 + 4 xy — 3 y 3 + 1 = 7 y 2 
3 xy — 3 y 2 — y + 1 = 0 


Giải 


Một chút biến đổi ta đưa hệ đã cho về thành 


Ị (2 xy + l) 2 = 7 y 2 + 3 y 3 — xy 2 
Ị 2 xy + 1 — y + 3 y 2 — xy 


=>(y + 3 y 2 - xy) 2 = 7 y 2 + 3 y 3 - xy 2 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


y 2 = 0 

(1 + 3y — x) 2 = 7 + 3 y — X 


THI : y 2 = 0 vô nghiệm 

TH2 : (1 + 3 y — x) 2 = 7 + 3 y — X 


3y — X = — 3 
3y — X = 2 




X = 3y + 3 
X = 3y — 2 


Với mỗi trường hợp này thay vào (2) và ta dễ dàng tìm ra nghiệm 


3 1 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; ỳ) — (1; 1), ( — ^ 

2 6 


1 ±+; 


-4 + %/ĨÕ 
6 


□ 


Câu 186 


x\Jx 2 + 6 + y\Jx 2 + 3 = 7 xy 
x\ịx 2 + 3 + y Vỉ / 2 + 6 = X 2 + ỳ 2 + 2 


Giải 

Đây là một bài toán tổng hợp khá nhiều các kĩ năng vào làm một. 
Hệ đã cho tương đương 


X i^/y 2 + 6 + y j + y [\/x 2 + 3 + x) = 9 xy í + y , V 7 ® + 3 + T 

T ( \Jx 2 + 3 — x) + y (y\/y 2 + 6 — yj — 2 


-1-— 9 

(\/x 2 + 3 - x) + y [y/y 2 + 6 - y) 


= 2 


{ 6 3 

ỉ/(Vỉ/2 + 6-2/) * (V^ + 3 - x) 

X (a/t 2 + 3 — x) + y (y\/y 2 + 6 — y^Ị 

- . / /7"Õ I 7^ . \ 7- TT- 1 


= 9 

= 2 


Đặt X (Va; 2 + 3 — x) — a,y ^ Vv + 6 — y^j — b. Hệ trở thành 

a — 1 , b = 1 


6,3 n 
7 + “7 — 9 .. 

ò a 
a + b — 1 


2,4 
a — 0 = — 

3’ 3 


THI : 


TH2 : 


T (a/íc 2 + 3 — x) = 1 J 
y (Vỉ/ 2 + 6 - y) = 1 ^ Ị 

2 í 

T (Ve 2 + 3 — x) = (7 Ị 

3 


£ = 1 

1 

y= 2 
T = 


y (Vỉ/ 2 + 6 - y) 


4 ^ 
3 


\/Ĩ5_ 


Ĩ5 



Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = r 1; , í ự= 



^15 l D 
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Câu 187 


(x + y) 2 + 3x + 2y + 4 = 3-^40: — 4 

2 (y + l) 2 (y + 1- $18x - X 3 ) = 17 (va^2) 2 - 35 - 10x 2 


Giải 


Điều kiện : X > 2 

Nhìn vào ta thấy phương trình (2) quá khủng bố, gần như không thể làm ăn được một chút 
nào. Nhưng hãy để ý một chút, có một phần tử khá đặc biệt đó là 17 (\/x — 2) . Đã căn lại 
còn bình phương !! Phải chăng tác giả cố ý để vậy nhằm tạo điều kiện cho X để đánh giá một 
cái gì đó chăng ? Có lẽ là từ phương trình (1). 

Ta thực hiện đánh giá phương trình (1) như sau 

(x + y) 2 + 3x + 2y + 4 = 3 ự2.2.(x — 1) <2 + 2 + x — l=x + 3 

(x + y) 2 + 2x + 2y + 1 < 0 <=> (x + y + l) 2 < 0 

Đẳng thức xảy ra khi X = 3 và y = —4. Thay lại vào phương trình (2) thấy thỏa mãn 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = (3; —4)D 


Câu 188 


X 2 — {y + 3)íc + y 2 + 2 = 0 
fx\ A „{x\ 3 : íx\ 2 4 — 3x ^ A — 6x 

u) -\y) + (i) 


Giải 


Hướng giải của nó khá giống câu 185. 

Điều kiện : y Ỷ 0 
Hệ đã cho tương đương 

( X 2 - xy = 3x - y 2 - 2 ( X 2 - xy = 3x - y 2 - 2 

\ X 4 - 2x 3 y + x 2 y 2 = (4 — 3 x)y 2 + y 4 + 4 - 6x ^ \ (x 2 - xy) 2 = (4 - 3 x)y 2 + y 4 + 4 - 6a;(*) 

(*) (3x — y 2 — 2) 2 = (4 — 3 x)y 2 + y A + 4 — 6x 

9x 2 + y A + 4 — 6x?/ 2 — 12x + 4y 2 = (4 — 3x)y 2 + I/ 4 + 4 — 6x 
<=>■ 9x 2 — 3 xy 2 — 6x = 0 3x(3x — y 2 — 2) = 0 

Đến đây ta thế lại 3x — y 2 — 2 = X 2 — xy từ (1) vào phương trình trên sẽ được : 


3x 2 {x — y) = 0 <=>■ 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 


X = 0 =>■ y 2 + 
X — y^y 2 — 


(l;l),(2;2p 


2 = 0(VL) 

3y + 2 = 0 -v^> 


y — X — 1 
y = X = 2 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 189 


X 2 + xy + X + 3 = 0 

(x + l) 2 + 3 (y + 1) + 2 ịxy — \Jx 2 y + 2 y^j — 0 


Điều kiện : y > 0 


Giải 


PT{ 2 ) - 2.PT(1) 4» -(x 2 + 2 ) + 3 y = 2 v / (x 2 + 2 )y 
Đặt \Jx 2 + 2 = a > 0, y/ỹ = b > 0. Phương trình trở thành 

a = b=>y = x 2 + 2 


-a + 3 b — 2 ab 


a — —3 b(L) 


Thay trở lại (1) ta dễ dàng tìm ra được nghiệm. 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (—1; 3)D 


Câu 190 


x 3 y = 9 
3x + y = 6 


Giải 

Hình thức bài hệ quá đơn giản. Ta có thể chọn cách thế từ (2) lên (1) để giải phương trình bậc 
4. Tuy nhiên, chỉ với đánh giá khá đơn giản, ta có thể giải qưyết nhanh bài này. 

Nhận thấy giả sử hệ có nghiệm thì X, y > 0. Ap dụng bất đẳng thức AM-GM cho phương trình 
(2) ta có 

3x + y = x + x + x + y>4: ựx 3 y — 4:V3 > 6 
Vậy hệ đã cho vô nghiệm □ 


Câu 191 


(x 2 + y 2 )(x + y + 1) = 25 (y + 1) 
X 2 + xy + 2 y 2 + X — 8y = 9 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 


/ ^xr(* + » + D = 25 

1 ỵ + \ .„ 

[ X 2 + y 2 + x(y + 1) + (y + 1) = 10 (y + 1) 


X 2 T y 2 

Đặt ——— 7 - = a, X + y + 1 = b ta có 
y + 1 



X 2 + V 2 

(* + y + 1) = 25 
+ (* + V + l) = 10 

Ỉ/ +1 


r ab = 25 
ị a + b = 10 


^ a = b = 5c- 


X 2 + y 2 = 5 ( 7 / + 1) 
X + y — 4 


4 » 


x = 3,y = 1 
3 

X = — y — 
2 


11 

y 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; r/) = (3; 1), 



□ 
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Câu 192 


4x 3 + ịy 3 — 3 x 2 y + 2\/3xy + 2x 
X 2 = y 2 + 1 


Giải 

Đây là một câu thuộc loại khó. Mang tính đánh đố một chút. Để ý một chút phuơng trình 

(2) nhìn khá giống một hằng đẳng thức lượng giác đó là 1 + tan 2 £ = —. Vậy ta đặt 
^ cos z x 

X — —— =>■ y = tana với a G [0; 7r]. Thay tất cả vào phương trình (1) ta được 
cosa 

4 , „ 3 3 , „ /- 1 ,2 

— 5 —I- 4tan a = — -y- tana + 2V3-. tana H- 

cos^a cos 7 a cosa cosa 

4 + 4sin 3 a = 3 sin a + 2y /3 sin a cos a + 2cos 2 a 

<í=> 3 = sin 3a + Vs sin 2 a + cos 2a <í=> 3 = sin 3a + 2 sin ^2a + — j 

TrrT1 ^ Trrt x . 7T 2 1 

Rõ ràng VT >VPvầ đăng thức xảy ra khi a = — => X = ự=, y — -ụ= 

( 2 1 \ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; ỳ) — 1 ự=; n 


Câu 193 


y 3 + 3 xy — Yĩx + 18 = X 3 — 3x 2 + 13 y — 9 
X 2 + y 2 + xy — 6y — 5x + 10 = 0 


Giải 


Sử dụng phương pháp hệ số bất định ta sẽ rút ra 


PT( 1) - 3.PTỰ2) 4» (y - l) 2 + 2(y - 1) = X 3 + 2x 4» X = y - 1 
Đến đây dễ rồi ! 

p/s : Thực ra với bài này ta nhân 3 vào PT(2) rồi trừ đi có thể do 1 chút kinh nghiệm nhằm 
loại bỏ xy đi chứ không nhất thiết phải sử dụng đến hệ số bất định. 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (1; 2), 



□ 



Ị (x + y - 3) 3 = 4 y 3 

( 9 „ 45\ 

Câu 194 

X y +xy + — ] 


[ X + ẩy — 3 = 2 xy 2 



Giải 


Từ phương trình (2) ta rút ra : X + y — 3 = 2 xy 2 — 3 y 
Thay vào phương trình (1) ta được 

y 3 {2xy - 3) 3 = 4 y 3 


2 2 . 

X y +xy+ — 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


THI : y = 0 =>■ X = 3 

/ 45 \ 4 

TH2 : (2 xy — 3) 3 = 4 x 2 y 2 + xy + —y ) xy = A X = - 

V 4 / y 

Đến đây thay lại vào (2) dễ dàng tìm ra nghiệm. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : {x\ y) — (3; 0), 


ị 3- >/73 -3 - >/73 
^ 2 ’ 8 


3 + >/73 _ —3 + >/73 N 


□ 


Câu 195 


Ị 2x + >/2 — X + y — X 2 — y 2 — 1 
\ 2x 3 — 2 y 3 + 1 


Giải 


Chuyển vế và bình phương (1) ta suy ra hệ mới sau 
5x 2 — 3x — 1 = y — y 2 


2x á — 2 y 3 — 1 


=>■ 2x 3 — 2 y 3 — 5x 2 — 3x + y 2 — y 


(x — y — l)(2x 2 — 3x + 2 xy + 2y 2 — y) = 0 

THI : X = y + 1 thay vào (2) dễ dàng tìm được nghiệm. 

TH2 : Kết hợp với phương trình (1) sau khi bình phương ta lập một hệ mới 


ị 2x 2 — 3x + 2 xy + 2y 2 — y = 0 
Ị 5x 2 — 3x + y 2 — y = 1 


Đây là hệ gồm 2 tam thức 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : 


và ta đã biết cách giải bằng phương pháp UCT. 
3 — y/3 —3 — -/3 


(x; y) = 


6 


6 


□ 


Câu 196 


y/l + y/l- X 2 = X (l + 2y/l -y 2 ) 
1 1 _ 2 
y/l + x V 1 +y \/l + y/xỹ 


Giải 

Điều kiện : \x\ < 1, \y\ < l,xy > 0 
Với điều kiện trên ta tiến hành đánh giá 

1 + 1 ^ < 2 
1 + x 1 + y) - ựĩ + ựxỹ 

Đẳng thức xảy ra khi X — y. Thay vào phương trình (1) ta được 

\J 1 + >/ĩ — X 2 = X ^1 + 2\fĩ — x 2 ^j 
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Với loại phương trình vô tỷ này lượng giác hóa là cách tốt nhất. 


Đặt X — sint, t e 


„ 7T 
0; 77 
2 


Phương trình trở thành 


\/l + cos t = sin t (1 + 2 cos t ) y/2 cos - = 2 sin - cos - ( 3 — 4sin 2 - j 

z z z Y z J 


t 

2 


. 3 í _ \/2 

2 “ T 


. 3t a/2 

4111 — 


<ỉ=> 3 sin - - 4sin 3 ^ = 227 <^> ( “■ 2 2 <ỉ=> 


sin — = 

t e 


„ 7T 
0 ; 77 
2 


7T 

t = -r 


1 

x - 2 
X = 1 


'1 1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; I/) = (1; 1), ( - Ị □ 


Câu 197 

1 



2y 3 + 2x\Jl — X = 3a/1 — 
y = 2x 2 — 1 + 2xyy/l + X 


X 


Giải 


Điều kiện — 1 < X < 1 

Để ý kĩ thì phương trình (1) có dạng 1 — x) — f(y ) với /(í) = í 3 + t đơn điện tăng. Tuy 
nhiên, đến đấy chưa phải là hết. Như tôi đã nói ở trước, những hệ kiểu này thường khá nặng 
về giải phương trình vô tỷ phía sau. 

Thay y — y/1 — X từ (1) xuống (2) và ta thu được 

■ựl — X — 2x 2 — 1 + 2x\/l — X 2 


Đặt X — cos t, te [0; 7r] phương trình đã cho tương đương 


y/l — cos t = 2cos 2 t — 1 + 2 cos 


+>• y/2 sin ^ = cos 2 1 + sin 2t +>• ị sm 2 sm 4 ) 

2 1 t e [0; 7ĩ] 


/ 3n /- 3n\ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — í cos \[2 sin ^ J □ 


v/l — cos t 


3vr 

^ t = ĩo« 


3n 

X — cos — 

10 „ 

y=^2 Sm ?l 
y 20 


Câu 198 


3(x 3 — y 3 ) — 4 xy 
x 2 y 2 = 9 


Giải 

Một bài hệ không quá khó khăn, chỉ cần chú ý một chút trong phép thế 
Từ (2) suy ra xy = 3 hoặc xy — —3. 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Với xy — 3 =>• y = thay tất cả vào (1) ta được 


X 


X 3 — ( — 1 =4^ 

X 


X 1 


X' 


= 2-y/3Ĩ=>x= ự2-ựsi 
= 2 + a/3Ĩ => X = \/2 + V3Ĩ 


y = 


y = 


^ 2-731 

3 

w+ Vãĩ 


Tương tự với trường hợp xy — —3. Tuy nhiên trường hợp này vô nghiệm. 

3 \ (*n——i= 3 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — ( ụ 2 — a/31; 


t/TXỹE, 


AVĨ+ỤSĨ-, 




□ 


Câu 199 




X 2 + y 2 — l 

V2(x -y)( 1 + 4 xy) = y/3 


Giải 

Phương trình đầu khiến ta liên tưởng đến phương pháp lượng giác hóa. 

Đặt X — sin t,y — cos t,t G [0; 27ĩ]. Thay vào phương trình (2) ta được 

/ã 

(sin t — cos í) (1 + 2 sin 2 1) — — 

_ _ Vẽ 

sin t — cos t + 2 sin 2 1 sin t — 2 sin 2 1 cos t — -y 

/g 

sin t — cos í + cos í — cos 3 1 — sin 3 1 — sin t — —y 

_ , Cơs3t + sin3t =Í77T. 3Ịtt. 55tt. llTT. 3571. 3971 

2 1 36’ 36 ’ 36 ’ 36 ’ 36 ’ 36 


t G [0; 27ĩ] 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; ?/) = (sin í; cos t) với í G 


Câu 200 


V 5 y A — X 4 — 6(x 2 — í/ 2 ) — 2x7/ = 0 
ị(5y 2 + X 2 ) 2 - 18 = ựxỹ(6 - 5 y 2 - X 2 ) 


Giải 

Điều kiện : xy > 0, 5r/ 4 — X 4 > 0 

Một hệ khá hay. ở đây xét phương trình (2) ta coi X 2 + 5 y 2 là ẩn chính. 
Hệ đã cho tương đương 

(5 y 2 + X 2 ) 2 + 2ựxỹ(5y 2 + X 2 ) — 12y/xỹ — 36 = 0 
A 5ỉ/ 2 +a; 2 = xy + I2ựxỹ + 36 = (y/xỹ + 6) 2 
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Quá tuyệt vời khi nó chính phương. Từ đó ta sẽ tính được 

X 2 + 5 y 2 — 6 

X 2 + 5 y 2 — —2y/xỹ — 6 (L) 

Đến đây thay 6 = X 2 + 5 y 2 vào (1) ta được 

yj 5 y 4 — X 4 — (x 2 + 5y 2 )(x 2 — y 2 ) — 2 xy y/ 5 y A — X 4 + (5 y 4 — X 4 ) — 4 x 2 y 2 + 2 xy 

Rõ ràng 2 vế đền có dạng f(t) = t 2 + t, t > 0 và hàm này đơn điệu tăng. Từ đó rút ra 

y/ 5 y 4 — X 4 — 2 xy -v^ X = y 

Thay vào X 2 + 5 y 2 = 6 ta sẽ giải ra X = ±1, y = ±1 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; 1), (—1; —!)□ 


Câu 201 


{x - l)y/ỹ + (y - 1) y/x = s/2xỹ 
X\J2y — 2 + yy/2x — 2 = \p2xy 


Giải 


Một hệ khá đối xứng nhưng khiến nhiều người lúng túng vì căn thức. 

Điều kiện : X, y > 1 

Phương trình (2) tương đương 

Vx-l , y/y - 1 


X 


+ 


= 1 


y 


\ ^ —ị— rỊ* _ 11 

Rõ ràng ———- < -—- = tương tự với y. Vậy vế trái < 1. Đẳng thức xảy ra khi 

2x 2 


X 2x 

X — y — 2 thay vào (1) thỏa mãn. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : {x\ y) — (2; 2)D 


Tiếp theo chúng ta sẽ đến một chùm hệ sử dụng các phép biến đổi đẳng thức. Đây là một 
kĩ thuật khá khó tuy nhiên nó rất hữu dụng để giải một số loại hệ phương trình. Chỉ bằng 
một vài phép biến đổi xuất phát từ những đẳng thức quen thuộc mà ta có thể quét dọn được 
bài hệ. Tuy nhiên phương pháp này khá khó bởi nó yêu cầu khả năng hiểu biết về đẳng thức 
tương đối tốt đồng thời cần kinh nghiệm và 1 chút tinh quái. Bài viết này tôi trích một phần 
trong cuốn "Tuyển Tập Phương trình - Hệ phương trình" do diễn đàn Mathscope biên soạn. 


Câu 202 


X 2 + y 2 = 1 + xy 
2 


X 


y + 1 


+ 


y 


X + 1 


= 1 


Giải 

Điều kiện : x,y 7^—1 

Ta sử dụng kết quả sau : Nếu X 2 — xy + y 2 = 1 thì —— H- — 1 

y + 1 X + 1 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Chứng minh : 

X 2 — xy + y 2 = 1 x(x + 1 ) + y(y + 1 ) = xy + x + y + 1 — (x + 1 ) (y + 1 ) — J — + 


y 


y + 1 X + 1 


= !□ 


' X y 

Áp dụng vào bài toán trên . Đặt ——— = a, ——— = 6 ta có hệ mới 

y + 1 X + 1 


J a + b = 1 

a — 0, b — 1 

\ a 2 + b 2 = 1 ^ 

a — 1, b — 0 ^ 


X — 1 , y — 0 
X = 0, y = 1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; 0), (0; !)□ 


Câu 203 


X y 1 11 ^ 

y X xy X 2 y 2 

X y X 2 — xy + y 2 


X + 1 y + 1 


xy 


Giải 

Điền kiện : X, y Ỷ 0; 1 

Sử dụng kết quả sau : Nếu xy = 1 thì —— r H-— = 1. 


X + 1 y + 1 


Chứng minh: 


xy = lc> xy+x+y+1 — (x+l) + (ỉ/+l) <=> (x+l)(ỉ/+l) = (x+l)+(y+l) rh-í— = !□ 


X + 1 y + 1 


Ta sẽ dùng kết quả này vào bài toán trên. 
Phương trình đầu tương đương 


(xy — l)(x 2 + xy + y 2 ) = 0 xy = 1 - H- — lũ 

X + 1 y + 1 


Phương trình (2) khi đó sẽ tương đương 


X + 1 


+ 1 


1 X 2 — xy + y 2 


y + 1 


xy 


^ T _ {x - y ) 2 + xy (x - y) 2 
xy xy 


Vậy suy ra X = y kết hợp xy — 1 suy ra X — y = 1 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : {x\ y) — (1; !)□ 


Câu 204 



(x + 1) 2 (y + 2)2 


= 1 


Giải 

. 12 

Ta sử dụng kêt quả sau : Nêu xy = 2 —— H-— = 1 

X + 1 y + 2 
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Chứng minh : 


xy = 2 xy+2x+y+2 — 2(x+l) + (y+2) (x+l)(y+2) — 2(x+l) + (y+2) <^> 


2 

y + 2 


= !□ 


Phương trình thứ nhất tương đương 

(xy — 2) ( + 1 ) = 1 <=?■ xy = 2 — ỉ— H- = 1 

w ) x+\ y+2 

1 2 

Vậy đặt ——— = a, ——— = b ta có 
X + 1 y + 2 

j a + b = 1 a — 0, b — 1 

Ị a 2 + 6 2 = 1 ^ a = 1,6 = 0 


Ta loại cả 2 trường hợp vì a, b Ỷ 0 
Vậy hệ đã cho vô nghiệm □ 


Câu 205 


xy + X + y = 3 

4,4 1 

5y + 9 X + 6 (íc + !)(?/ + 2) 


X + 1 


Ta sử dụng kết quả sau 

abc = 1 <tv- 

Chứng minh 


Giải 


111 

+ - . , . , + 


1 + a + aò 1 + ò + ồc 1 + c + ca 


= 1 


VT = 


l a ab 1 a ab 

1 + a + aò a + aò + abc ab + abc + a 2 bc 1 + a + aò a + aò + 1 a + aò+1 


= !□ 


-9 


Điền kiện : y Ỷ ni x Ỷ — 6, (X + l)(y + 2) 7 ^ —1 
6 ' 

Đặt a = X + 1, b = y + 1, c = -Ị thì hệ đã cho tương đương 


abc — 1 

111 

+ —— -+ 


X \ 

x + l =>-—-— = l<^x = l,y = l 


1 + b + bc 1 + a + ac 1 + a + aò 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; !)□ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 206 


X 2 + xy + y 2 = 3 

X 5 + y 5 + 15 xy(x + ỳ) = 32 


Giải 

Ta sử dụng đẳng thức : (x + y ) 5 = X 5 + y 5 + 5 xy(x + y)(x 2 + xy + y 2 ) 

Sử dụng đẳng thức trên với (2) ta có 

X 5 + y 5 + 5 xy(x + y)(x 2 + xy + y 2 ) = 32 <=> ịx + y) 5 = 32 X + y = 2 

Kết hợp với phương trình (1) ta dễ dàng giải ra {x\ y) — (1; 1)D 

Ta sẽ sử dụng đẳng thức này đối với một bài sau đây. 



X 2 + xy + y 2 = 3 

X 5 + y 5 31 

Câu 207 



, X 3 + y 3 7 


Giải 

Bài này hoàn toàn có thể đưa về dạng thuần nhất bậc 5 được. Tuy nhiên, giải một phương 
trình bậc 5 thôi nghe thấy đã khiến nhiều người ngán ngẩm. Ta sử dụng một số kết qưả sau 


X 3 + y 3 = (x + y ) 3 — 3 xy(x + y) 

X 5 + y 5 — (x + y) 5 — 5 xy(x + y)(x 2 + xy + y 2 ) 

Điều kiện : X Ỷ —y 

Sử dụng kết quả trên vào (2) ta được 

(x + y) 4 — 15 xy 31 
(x + ỳ) 2 — 3 xy 7 

Tiếp theo từ (1) ta thế (x + y) 2 = 3 + xy vào (2) ta được 

(3 + xy) 2 — 15 xy 31 x y = “2 

3 — 2 xy 7 xy = 


Với xy = — 2 X + y = ±1 


x = 2,y = -l 
x = l,y =-2 
x = -2,y=l 
x = -l,y = 2 


Với xy=Y^{x + y) 2 =Y (Loại vì s 2 < 4p) 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (2; —1), (1; —2), (—2; 1), (—1; 2)D 
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Câu 208 


xy — X — 2 

l 16 

(z +1) 4 + (y + 1) 4 


Giải 

m ^ 12 

Ta sử dụng kết quả : xy — X + 2 <=> —— H -— = 1 

X + 1 y + 1 

Chứng minh 

xy = x + 2<=i>xy + x + y + l = 2{x + 1) + (y + 1) 

^ (x + 1 ){y + 1) = 2(x + 1) + (y + 1) + — 2 — = in 

X + 1 y + 1 

.. 1 2 

Ap dụng đối với bài toán trên ta đặt —— = a Ỷ 0, —— = b Ỷ 0- Hệ trở thành 


X + 1 
CT + ò 4 


a + b—1 
A ’ A 


y + 1 

a — 1, b — 0 (L) 
a = 0, b = 1 (L) 


Vậy hệ đã cho vô nghiệm □ 


Tiếp theo điểm qua một vài ví dụ về phép thế hằng số để đưa về phương trình đồng bậc. 
Loại này thực ra tôi đã có nên một ví dụ đó là câu 17. Giờ ta nghiên cứu một chút về kĩ thuật này. 


Câu 209 


X 2 + ý 2 = 2 
([x + ?/)(! + xy) A — 32 


Giải 

Để ý 1 + xy = — — — -— — • Đến đây bài toán khá đơn giản. 

Phương trình (2) trở thành (x + y ) 9 = 2 9 o X + y = 2 
Đến đây kết hợp với (1) dễ dàng giải ra (x;y) — (1; !)□ 


Câu 210 


X 2 + ý 2 = 2 

(x + y)( 4 — x 2 y 2 — 2 xy) — 2 y 5 


Giải 

Nhận xét phương trình (2) có vế trái là bậc 5. vế phải gồm bậc 1 và trong ngoặc cao nhất bậc 
4 nhưng không phải hạng tử nào cũng có bậc 4. Vậy ta tiến hành thế hằng số bằng biểu thức 
từ (1) xuống dưới để tạo nên sự thuần nhất. 

Thế 2 = x 2 + y 2 và 4 = ( X 2 + y 2 ) 2 - Vì sao không thế 4 = 2(x 2 + y 2 ). Đơn giản tôi muốn tất cả 
đều là bậc 4. Thay tất cả vào (2) ta được 

(x + y) ((x 2 + ỳ 2 ) 2 — x 2 y 2 — xy(x 2 + y 2 )) — 2y 5 X 5 + y 5 — 2y 5 X = y 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Đến đây kết hợp với (1) và ta dễ dàng giải ra (x-,y) — (1; 1), (—1; —!)□ 


2.8 Câu 211 đến câu 240 



í Q 3 3 1 

Câu 211 


3x ó — y — - 

x + y 


X 2 + y 2 = 1 


Giải 


Điều kiện : X Ỷ —y 

Phương trình (1) quy đồng sẽ là bậc 4. Vậy ta nghĩ các kết hợp với phương trình (2) để tạo 
thành một phương trình thuần nhất xem, như thế phương trình (2) sẽ phải là bậc 4 và để làm 
được điều đó ta bình phương 2 vế lên. Như vậy ta sẽ được 

(^-^Xs + yHO^+y 2 ) 2 

2x 4 + 3 x 3 y — 2 x 2 y 2 — xy 3 — 2 y 4 = 0 <=!> (x — y)(x + 2y)(2x 2 + xy + y 2 ) = 0 

THI : 2x 2 + xy + y 2 = 0ox = y = 0 (L) 

TH2 : X — y thay vào (2) ta được 

„ n ,1 

2 y = 1 X = y = ±— 7 = 

V2 


TH3 : X = —2y thay vào (2) ta được 


5 y 2 = 


1 _ 2 
lc-ỉ/ = ±— 7 = X = 

V5 Vò 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x\ y) — 


{V Vs)’( V2 ; Vĩ) n 


Câu 212 


81 x 3 y 2 — 81 x 2 y 2 + 33 xy 2 — 29 y 2 — 4 
25 y 3 + 9 x 2 y 3 — 6 xy 3 — 4 y 2 — 24 


Giải 


Nhận thấy y — 0 không là nghiệm của hệ. Hệ đã cho tương đương 

ị 81x 3 — 81x 2 + 33x — 29 = í 3(3t — l) 3 + 2 (3x — 1) = 24 + — 

1 „ 24 4 ^ /2\ 3 2 

25 + 9x 2 - 6x = p + ^ 1 3 ' ( 7 ) + 2 -f = 24 + ( 3x - !) 2 

2 

Đặt 3x — 1 = a, - = b. Hệ đã cho trở thành 

y 

/ 3a 3 + 2a = 24 + h 2 
\ 3Ò 3 + 26 = 24 + o 2 ^ a ~ b 
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Thay vào một trong 2 phương trình ta có 

3a 3 — a 2 + 2a — 2ị = 0^a = 2=^x = l,y=l 
Vậy hệ đã cho có nghiệm {x\y) — (!;!)□ 


Câu 213 


X 2 + ý 2 + 2x = 3 

2(x 3 + y 3 ) + 6x 2 — 3(x 2 + y 2 ) + 5 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 


ị X 2 T y 2 T 2x = 3 
\ 2(x 3 + y 3 ) + 6x 2 = 3(3 - 2x) + 5 


í (x + iy + y 2 = 4 
\ (x + l) 3 + y 3 = 8 


Đặt x + 1 = a, y — b hệ đã cho tương đương 


fa 2 + ò 2 =4 a — 2,b — 0 =>■ X — l,y — 0 

ịa 3 + 6 3 = 8 ^ a = 0,b = 2 => x = —1 ,y — 2 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; 0), (—1; 2)D 


Câu 214 




X 2 + y ầ + xy = 2 xy 2 + Y 
-x 2 y + 4xy + aư/ 3 + ll(x — y 2 ) — 28 


Giải 


Hình thức bài hệ gồm 2 đa thức thuộc loại khủng bố. Với kinh nghiệm gặp loại này, thì thường 
chỉ có 2 hướng chính đó là phân tích nhân tử hoặc đặt ẩn phụ. Hướng thứ 2 có vẻ đúng khi mà 
phương trình (1) chuyển vế xuất hiên ( y 2 — x) 2 mà nó có ở phương trình (2). Hệ đã cho tương 
đương. 

ị ( y 2 -xf = 7 -xy 
\ ll(ic — y 2 ) + xy(y 2 — x) = 28 — 4 xy 


Đặt y 2 — X = a, xy = b ta lập hệ mới như saư 


Ị a 2 — 7 — b 
ị ab — lla = 28 — 46 


a — —2, 6 = 3 
a = 0, 6 = 7 



y = ỷf' 7, X = \/49 
y = l,x = 3 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (3; 1), (^49; v^7) □ 


‘Tị ' s _ _ , x 

0 câu tiếp theo tôi sẽ cài thêm một bài viết ngắn khá hay. 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 215 

1 



X 3 + 3x 2 + Ax + 2 = y + ýỹ 
X 3 - V3x 2 + 3ýỹ - 3 - 73 = 0 


Giải 

Bài này chả có gì đặc biệt nến nghiệm của nó không lẻ toác. 

Từ PT(1) ta rút ra ngay ýỹ = X + 1 do hàm /(í) = t 3 + t đơn điệu tăng. Thay vào (2) ta thu 
được phương trình sau : 


X' 


— V3x 2 + 3x — 73 — 0 


Thử bằng Casio ta sẽ thấy phương trình này có 1 nghiệm rất xấu. Vậy phải làm như thế nào 
bây giờ. Trên thực thế ta có thể giải phương trình này bằng công thức Cardano. Tuy nhiên đây 
là công thức khá khó nhớ và cũng không phù hợp cho lắm. Vậy còn công cụ nào khác không 
? Vẫn còn, đó là đặt ẩn bằng hàm lượng giác Hypebolic. Yếu điểm của nó đó là chỉ giải được 

những phương trình bậc 3 có nghiệm duy nhất. Ta sẽ đặt X = k (a± -) rồi sau đó thay lại 


để ra phương trình trùng phương. Giờ thử áp dụng với bài này. 

Trước hết hãy đưa nó về dạng khuyết thiếu bậc 2 bằng cách đổi biến z = X + = X - 7 = 

3a 73 

X — z + -2=. Thay vào phương trình ta thu được 


z +2z - 


3a/3 


= 0 


Để ý giữa bậc 3 và bậc 1 là dấu cộng nên ta sẽ đặt z = k ị a — - ) . Thay vào phương trình ta 

V « 

được 

,00 _, o 3 k 3 k 3 , / 1 , 

k 3 a 3 — 3 k 3 a + —- ~ + 2k [ a — - =0 


Giờ ta tìm k sao cho đưa được về dạng trùng phương. Tức là phải làm mất phần a và -. Vậy 

a 

suy ra 3 k 3 — 2k =>• k — J 


Vậy đặt z = \ ^ [ a — 3 thay vào phương trình ta được 


3\ 3 a +2 \l — [ a I — 
a=ự2 


1 


a — — 


\f2 


z — \ - \ a -= 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 


2 =0y»v / 2fa 3 -4ì=l 


3v/3 


a 3 = V 2 


a 3 = 


= 1 = 


ự2 


Ựl-ỳ2 

~\p3 


X — 


1 

“72 

^2 + ^4 

"73 


= 1 1-72 + 74/1-72 + 74 + 73' 


73 


□ 


Phương pháp đặt này có thể giải được một số phương trình bậc 5 đặc biệt. Tôi sẽ nêu một ví 
dụ cho bạn đọc. 
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Giải phương trình : X 5 + 10x 3 + 20x — 18 = 0 


Câu 216 


/ yfx+ \Jx 2 + y + 3 
1 2a/x + 4 + 3v/^T8 = 13 


Giải 


? , ^ V^+4 

Đe ý nhanh là hệ này có nghiệm (x]y) — (0; 1). Nếu như thế thì ——— 

có một chút tư tưởng đánh giá ở đây là dùng Cauchy — Schwarz 
Sử dụng bất đẳng thức Cauchy — Schwarz cho phương trình (2) ta được 


Vy + 8 

3 


. Rõ ràng 


2\/ X + 4 + 3 \/y + 8 < \J (2 2 + 3 2 )(x + y + 12) 13 < \/l3(x + y + 8) X + y > 1 

Đến đây chưa thể ra được gì. Ta hi vong từ (1) sẽ cho ta ràng buộc trái ngược đó là X + y < 1. 
Bình phương (1) ta có 


X + X 2 + y + 3 + 2a Jx[x 2 + y + 3) = ị=>x + y = l — X 2 — 2a Jx[x 2 + y + 3 < 1 

Vậy là có thành quả. Giờ chỉ việc cho các đẳng thức xảy ra. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : {x\ y) — (0; !)□ 


Câu 217 


X 11 + xy 10 = y 22 + y 12 
7y 4 + 13x + 8 = 2 y 4 . ựx(3x 2 + 3 y 2 - 1) 


Giải 


Có vẻ bài này hướng đi rất rõ ràng khi mà phương trình đầu cho dạng khá quen thuộc. Tuy 
nhiên nhìn vào sự khủng khiếp của phương trình (2) ta sẽ thấy hệ này hay ở đó. 

Nhận thấy y = 0 không là nghiệm. Chia cả 2 vế của phương trình (1) cho y 11 ta được 


11 


X 


+ [ - ) = y u + y 


Hai vế đều có dạng f(t ) = t l l + t và hàm này đơn điệu tăng. Từ đó suy ra X = y 2 > 0 thay 
vào (2) ta được 

7x 2 + 13x + 8 = 2x 2 ị/x(3x 2 + 3x — 1) 

Đây là một phương trình vô tỷ không tầm thường một chút nào. 

Chia cả 2 vế cho X 3 > 0 và đặt t = — > 0 ta sẽ đưa nó về phương trình 

X 


8 1 3 + 13 1 2 + 71 = 2^3 + 3 t-t 2 
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Đây là dạng phương trình vô tỷ khá quen thuộc mà cách tối ưu vẫn là sử dụng tính đơn điệu 
của hàm số. Một chút khéo léo ta đưa về 

8 1 3 + 12í 2 + ìot + 3 = 3 + 3t - t 2 + 2^3 + 3 1 - t 2 

4» (2x + l) 3 + 2(2x + 1) = 3 + 3í - t 2 + 2^3 + 3 1 - t 2 
Hai vế đều có dạng f(t) = t 3 + 2t và hàm này đơn điệu tăng. Từ đó ta có 


2t + 1 = \/3 + 3t - t 2 ^ 


t = -l(L) 

t = =Ì^(L) 

« = ^(TM) 

0 


6 


X — 


VỖ9-5 


=> y = ± 


6 


a/89 — 5 


í 6 I 6 \ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x: ỳ) — 7 ==- —±, / 7 ==- —- 

v ; V n/89 — 5 Vv/89-5 J 


□ 



Một hệ đối xứng. Có lẽ khi gặp bài này ta thường có những hướng sau : Cho 2 phương trình 
bằng nhau, hoặc là tiến hành chia 2 phương trình cho nhau. Tuy nhiên, với bài này, một chút 
tinh quái ta sẽ có một lời giải ngắn gọn và đẹp đẽ. 

Điều kiện : x,y 7 ^ 0 

Nhân 2 phương trình với nhau ta được 

0 + O 2 (l + !/ f (l + l) (1 + 1)= 64 

Đến đây ta sử dụng một hệ quả của Bất đẳng thức Holder như sau: 

Với dãy số dương ữi, a 2 ,... a n ta có bất đẳng thức 

(1 + ữi)(l + 02 ) ... (1 + a n ) > (1 + -ỷ/õĩ®2 • • • Q"n) 

Áp dụng vào bài toán trên với vế trái ta có 

(1 + x 2 )(l + X 2 ) ^1 + (1 + y 2 ){ 1 + r) ^1 + > ^1 + ịịx 2 .x 2 .^.y 2 .y 2 .^j = 64 

Đẳng thức xảy ra khi X — ±1,7/ = ±1 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (1; 1), (1; —1), (—1; 1), (—1; —!)□ 
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Câu 219 


3x e + 7 xV - 7xV -3 y* = ---=- 

y 2x 

(x 2 — y 2 ) 7 + 7 = 0 


Giải 

Đây là bài toán tôi sáng tác hoàn toàn dựa vào ý tưởng của câu 160 và 161. Nếu 2 câu trên ở 
phương trình (2) lần lượt là mũ 3 và 5 thì câu này tôi đã nâng nó thành mũ 7. Đây là một bài 
hệ thuộc loại cực mạnh và đầy tính đánh đố. 

Điều kiện : X, y 7 ^ 0. Phương trình đầu tương đương 

2 2/ 2 _ 2\ _ 4x — 3 y 


3(x e ~y°)+7xY(x- -y ) = 


2 xy 


2 2/ 2 _ 2\ _ 4x 3y 


2xy 


44 (x 2 - y )(3x 4 + 3xV + 3?/ 4 ) + 7xV(x 2 - I/ 2 ) = 

44 2xy(x 2 — y 2 )(3x 2 + 10 x 2 y 2 + 3y 4 ) = 4x — 3y 
44 2 xy(x 2 — y 2 )(3x 2 + y 2 ){3y 2 + X 2 ) = 4x — 3y 

Đặt X + y = a, X — y = b =$■ X = —^—,y = ——— thì (aò) 7 = —7 . Khi đó sẽ có 


2 ’ 


2 xy — 


-b 2 


, X 2 + 3 y 2 — ( —t -'! 2 + 3 f +— V — a . 2 — ab + b 2 


Sl2 + ^ 3 (x) !+ (u í ) í = “ í + “ i + i! ' 4l - 39 = ^ + T ^ = ^ 

Thay vào phương trình (1) ta có 
b 2 


a 0 7 / 9 , 7 7 9\ / 9 7 7 9 \ ư + 7Ò 

-.ab.(a 2 + ab + ò 2 )(a 2 — ab + ò 2 ) = 


44 ab(a 2 — b 2 ) (a 2 + ò 2 ) 2 — a 2 b' 2 


2 '2 

44 aò(a 6 — ò 6 ) = a + 76 44 aò(a 6 — ò 6 ) = a — (ab) 7 .b 
44 a 7 b — ab 7 = a — a 7 b s 44 a(ò 7 + l)(a 6 & — 1) = 0 
THI : a = 0 hiển nhiên vô lý 


= a + 76 


TH2 : ò = —1 =4 a = \/7 44 


X + y — \/ĩ 
X — y = — 1 


X = 


44 


ỉ/ = 


^7-1 

_ ~2 

^7+1 


TH3 : a 6 ò = 1 44 (ab)a 5 = 1 44 a 5 = —— 44 a = — ——= =4 ò = \/7® 44 

\/7 V7 


X + y = 


ỵỹ 

X — y — 


44 X = 


V7 7 '- 1 
2 \/7 


ỉ/ = 


W+1 

2 \/7 


_ 7 . / , _ /^7-1. ^7 + A (y/v-l w+l 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = I —-—; — I , I ^ ;- 2 3 ^ 


□ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 220 


\J X T 1 + y/y + l — 2 


72 xy 
x-y 


+ 29. ựx 2 - y 2 = 4 


Giải 

Điều kiện : X > —1, y > —1, X Ỷ y 

Rõ ràng khó làm ăn được gì từ phương trình (2). Ta sẽ xuất phát từ phương trình (1). Bình 
phương 2 vế ta được 

X + y + 2y/xy + X + y + 1 — 2 =>- 4(rq/ + £ + y + 1) = (x + y) 2 — 4(x + y) + 4 

(x — y) 2 — 8(x + y) 

Đến đây ý tưởng gần như đã sáng tỏ. Chú ý khi bình phương lần 2 thì điều kiện đó là x + y < 2. 
Lát ta sẽ dùng điều kiện này để loại nghiệm. 

Giờ ta biến đổi (2), đưa nó về ẩn tổng và hiệu, phương trình (2) tương đương 

—- - ỷ—r -— + 29 ự{x-y){x + y) = 4 

x-y 

\x~yỴ 


18 


64 


(x - yf 


— 

x-y 

Đặt X — y — t. Phương trình chuyển về 

í = 4 => 


9C - 112Í - 108 = 0 


29 

+ -ị(x~y) = i 


ĩ :lĩị (TM) 

X + y — 2 1 2/ = —1 v 


8 

t — —77 

3 


4 

“ — 3 


X — y = —- I X = — - 

1(P m 

X + y = - I y — 

9 [ y 9 

4 f 5 

X — y = —- I X — 




x + y = 9 


7 


9 


(TM) 


y = 


s 16\ 5 7 N 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = (3; -1), ( ỹ' 9 ) ’ ( 9 ! 9 ) D 


Câu 221 


X 2 + y 2 + xy + 2x = 7 y 

X 3 + x 2 y — X 2 + 2 xy — 6x + 3y = 0 


Giải 

Xét y = 0 thì hệ có nghiệm X = 0 hoặc X — —2 
Với y Ỷ 0. Hệ đã cho tương đương 

{ X 2 T 2x 

TTT + {x + v) = ĩ 

(x 2 + 2x) (x + y) x 2 + 2x 

y y 
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T 2x 

Đặt a — -——, b = X + y. Hệ đã cho tương đương 

y 


Oi b - 7 

ab — 3a = —3 


«=>• 


= 2- V7,b = 5 + V7 
= 2 + V7,b = 5-V7 






X — 


y = 


X — 


y = 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : 


-4-V7- \j 5(7 + 4a/7) 
2 

14 — \JĨ + \Jh{7 + 4\/7) 
2 

-4-V^+ 5(7 + 4a/7) 

2 

14 — a/7 — ^/ 5(7 + 477 ) 
2 


X 2 + 2x _ o 

V f (VN) 

X + y = 5 + v^7 

i2 + 2 x =2-U7 


V 


X + y = 5 — \fĩ 


(-4 - ựĩ-Jb(7~4sf7) 14-y/7+ 5(7 + 4\/7)\ 

fe!/)= 1-—I-;- 2-1 

í-A-V7+ \/5{7 + 4V7) U-V7 -\/ĩ>{7 + 4V7)\ / 

Ị--;--ị—- (0;0), (-2; 0)D 


Câu 222 

1 



/ 2 + X + xy 


y 3 x 


6y + 1 = 0 
8y 2 + X 2 // + X = 0 


Giải 

Đây là một bài toán khá thú vị. Hướng rất quen thuộc đó là đặt ẩn phụ tổng tích. Tuy nhiên 

cái hay của nó đó là vế phải không phải là hằng số mà là một biểu thức theo ẩn. Nhìn nhận 

loại hệ này khá khó, cần một chút tinh quái và may mắn. 

Hệ đã cho tương đương 

j y 2 + X + xy + 1 — 6y ( (xy + 1) + (y 2 + x) = 6 y 

Ị y 3 x + y 2 + x 2 y + X = 9 y 2 \ (y 2 + x)(xy + 1) = 9 y 2 

Rõ ràng y 2 + X và xy + 1 là 2 nghiệm của phương trình X 2 — 6 yX + 9 y 2 = 0 -vt> X = 3 y. Từ 
đó ta có : 

f y 2 + X = 3y f X = 3y — y 2 í y — 1 

{ xy — 1 — 3y (3y-y 2 )y + l = 3y ^{x = 2 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = (2; !)□ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 223 


X 2 + xy + y 2 = 3y — 1 
X 3 + x 2 y = X 2 — X + 1 


Giải 

Nhận thấy y = 0 không là nghiệm của hệ. Hệ đã cho viết lại : 


X 2 + 1 + y(x + y - 1) = 2y 
(x 2 + l).y(x + y - 1) = y 2 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 


X 2 + 1 = y 
y(x + y -'l) = y 

■1 — 'Võ 5 + 




-1 - Vo 5 + a/5 

x= 2~' y= 2~ 
-1 + y/E 5 — a/5 
z = —71 ' J y — ' 


T + a/5_ 5 — a/5 N 


□ 



Dạng này giống với câu 138. 
Điều kiện : X, y Ỷ 0 
Hệ đã cho tương đương 


Ị - = 2yị - 2x4 + 3x4 + 3 y 4 + 10x V ^ r 2 = 5 /x + X 5 + 10rr 3 2 / 2 

1 í = 3x 4 + 3i/ 4 + 10zV -2y 4 + 2x ẩ ** 1 1 = 5x4 y + ỉ/ 5 + 10a: V 

l y 


Lần lượt cộng trừ hai phương trình trên cho nhau ta có 


ị {x + yý = 3 
1 (o; - 2/) 5 = 1 


ị x + y = ỷ 3 

1 z - y = 1 



v/3 + l 

x ~~ 2 
Á/3-l 

^=2 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = 



\/3 - 1 
2 


□ 


Câu 225 


X 2 + 2xy + y = 0 

X 3 + 3in/ + 2i/ỹ + 1 + y/x 2 y + 2 j = 4 


Giải 

Đây là một bài hệ khá khó và đánh đố. 

Điều kiện : y > — l, x 2 y > —2 
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Từ phương trình (1) ta có X 2 + y = —2 xy. Giờ hãy khéo léo sử dụng nó. 
Phương trình (2) tương đương 


X 3 + xy + 2 xy + 2 Xy/y + 1 + 2 Vy + 1 \J x 2 y + 2 — 4 = 0 
x(x 2 + y) — ( X 2 + y) + 2 X\jy + 1 + 2 y/y + lyJx 2 y + 2 — 4 = 0 
x.(—2xy) — X 2 — y + 2x\/2/ + 1 + 2 a/t/ + lV'X 2 y + 2 — 4 = 0 
«=> -(x 2 ?/ + 2 + y + 1 - 2a/t/ + 1 \Jx 2 y + 2) - [x 2 (y + 1) - 2xy/y + 1 + 1] = 0 

—ịyãPỹ+2- y/y + lỴ - (x^y + 1 - l) 2 = 0 


Để đẳng thức xảy ra thì 



THI : X = 0 =>■ y = 0 (Vô lý) 

l + \/5 . 1 VE — 1 


VE — 1 


1 



y — ——-— =>■ X = 7 = ——— 

L 2 Vy +1 2 

Ta phải thay lại vào phương trình (1) và chỉ có cặp số 2 là thỏa. 


v/ 2/ + 1 



X 3 + 3 xy 2 = X 2 + y 2 + 2 
X 4 + ỉ/ 4 + Qx 2 y 2 — 8 


Câu 226 


Giải 


Phương trình (1) tương đương x(x 2 + 3í/ 2 ) = X 2 + y 2 + 2 =>■ để có nghiệm thì X > 0 Hệ đã cho 
tương đương 


(x 2 + y 2 ) 2 + (2 xy) 2 = 8 

X 2 + y 2 + 2 = x(a; 2 + I/ 2 ) + (2 xy).y 


Ta có 


(x 2 + y 2 + 2) 2 = [x(x 2 + ỉ/ 2 ) + ỉ/(2aư/)] < (x 2 + ỉ/ 2 ) ((x 2 + ỉ/ 2 ) 2 + (2aư/) 2 ) 
(x 2 + y 2 + 2) 2 < 8(ic 2 + 7/ 2 ) (x 2 + y 2 — 2) 2 < 0 


Dấu bằng xảy ra khi 



Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; 7/) = (1; 1), (1; —!)□ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 




2x + l 

/x 2 + X + 1 

Câu 227 < 

2y V 

, X + Vy + 1 

y 2 + 3 
= 3 

1 


Giải 


Điều kiện : — 1 <y 7^0 

Nhìn vào phương trình (1) ta thấy để có nghiệm thì 2x + 1 và 2 y cùng dấu. 
Phương trình (1) tương đương 


\Jx 2 + X + 1 ' \Jý 2 + 3 ^ I X 2 + X + 1 ịy 2 + 3 


2x + 1 


2 y 


4x 2 + 4x + 1 


4y 2 




\ 


X 2 + X + - 

4 


4 ( X 2 + X + 2- 


13 /1 3 

1\ V4 + 4y 2 V4 + 4(2 x + l) 2 


1 3 

4 4y 2 


y 2 = (2x + l) 2 <=> y = 2x + 1 
Thay vào phương trình (2) ta được 

X + \/2x + 2 = 3<t»x = l=^y = 3 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; 3)D 


Câu 228 


X + 3 y 2 — 2y = 0 

36 (xựx + 3y 3 ) - 27(4y 2 - y) + (2^ - 9) ựx - 1 = 0 


Giải 

Đây là một câu trong đề Olympic 30/4 năm 2013. Tất nhiên là một câu rất khó nếu không tinh 
ý nhận ra. 

Điều kiện :x < 0 

Phương trình (1) tương đương : 3x + (3y — l) 2 = 1 (\/3x) + (3 y — l) 2 = 1 

Vậy ta đặt 3y — 1 = cos í, a/3x = sin t,t E [0; 7r] 

Thay hết vào phương trình (2) ta được 

36xựx + (2V3 - 9)Vx + 4(3y - l) 3 - 3(3y - 1) = 0 

36sin 3 í . /- .sin í , 

‘71 + (2 Vo — 9) -J=- + 4cos 3 í — 3 cos t = 0 
3v 3 V 3 

-vv- 4\/3sin 3 í — 3 V 3 sin t + cos 3 1 — —2 sin t 
-v=> V 3 sin 3 1 — cos 3t — 2 sin t sin ^3í — —^ = sin t 
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Vậy hệ đã cho có nghiệm 


7T . , 

t = + kĩĩ 

ịl kn 

J - 24 + T 
t 6 [0; 7r] 

/ sin 2 í 1 + cos t 
(x;9)= ( 3 ; 3 ^ 


7T Ĩ7T 197T 
12’ 24’"24" 


, 7Ĩ 77T 197T 
với t E < —; ——— 
4 12’ 24’ 24 


□ 


Câu 229 

1 



X 2 + 4 y 2 — 1 

16x 5 — 20x 3 + 5x + 512 y 5 — 160y 3 + 10 y + \[2 — 0 


Giải 

Để ý một phần của phương trình (2) biểu thức rất giống công thức nhân 5. Và biểu thức đầu 
càng khiến ta có cơ sở lượng giác hóa cho bài này. 

Đặt X — sin í, 2 y — cos t, t G [0; 27r]. Thay tất cả vào (2) ta được 

16sin 5 í — 20sin 3 í + 5 sin í + (16cos 5 t — 20cos 3 t + 5 cos t) + \Í2 — 0 


sin 


5 1 + cosõí = —VÕ, sin ^5í + — j = — 1 ị 


37T k2ĩr 

t = ~2Õ + ~5~ 
t G [0; 27ĩ] 


J 7 r 137T 2l7T 297T 37tt 
^ t e ' 4 ’ "20" ; "20" ; "20"’ "20" 

7T 137T 2l7T 297T 377T 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) ^siní; c 2 ^ v< “*i ^ Ễ ị —; 


20 ’ 20 ’ 20 ’ 20 


□ 


Câu 230 


2(x + y) 3 + 4 xy — 3 = 0 

(x + y) 4 — 2x 2 — 4 xy + 2 y 2 + X — 3í/ + 1 = 0 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 

ị 2(x + y) 3 + 4 xy — 3 = 0 

\ (x + yý - 2(x + y) 2 + (x + y) + (2 y - l) 2 = 0 

Đặt X + y = t ta có 

0 = 2t 3 + 4 xy — 3<2í 2 + í — 3<t^í>l 
Phương trình (2) tương đương 

í 4 - 2t 2 + t + (2 y - l) 2 = 0 

Ta có : í 4 — 2t 2 + t = t(t — l)(t 2 + t — 1) >0 với Ví > 1 và (2 y — l) 2 > 0 
Vậy vế trái của phương trình (2) luôn không âm. 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Đẳng thức xảy ra khi ị 2y 0 

& J \ X + y = 1 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = 


•vv- X = y 



1 

2 


Câu 231 


(2x — y + 2)(2x + y) + 6 x — 3y = — 6 
a/2t + 1 + yjy - 1 = 4 


Giải 

Điều kiện : X > — -, y > 1 
2 

Đặt a — \j2x + 1 >0,0= x/2/ “ 1 > 0 ta có hệ 


í a + ò = 4 í a + ò = 4 

\ (a 2 - h 2 ) (a 2 + ò 2 ) + 3 (a 2 - tí 2 - 2) = -6 ^ \ (a 2 - 6 2 ) (a 2 + b 2 + 3) = 0 


í = 3 

c-a = 6 = 2c- ^ x 2 

1 2/ = 5 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : {x\ y) — 



□ 


Ị y/ẩx 2 + (Ax — 9) (x — y) + yjxỹ — 3 y 
\ V(a; + 2)(ỉ/ + 2x) = 3(x + 3) 


Giải 

Đây là một loại hệ khá thú vị. Bạn sẽ còn gặp khoảng 2,3 câu như này nữa trong cuốn sách. 
Đặt điều kiện cho hệ phương trình. 

Dễ thấy 2 điều kiện nổi bật nhất để hệ có nghiệm là X, y > 0 
Phương trình (1) tương đương 

( 'y/4x 2 + (4x -9)(x- y) - 2+ (ựxỹ - y) = 0 

^ 4x 2 + (4x — 9)(t — y) — iy 2 ^ xy — y 2 f 
ựĩx 2 + Ịĩx -9)(x- y ) + 2 y ựxỹ + y 

, . ( 8x + 4y — 9 , y 

(x — y) _ = _I- u _ 

y y/Ãx 2 + (4x - 9)(x - y) + 2 y ự.vy - y 

Đến đây bạn mong đợi nhất điều gì ? Bây giờ chỉ ước sao 8x + Ay > 9 nữa thôi là xong trận 
rồi nhỉ ? Vậy chứng minh kiểu gì ? Lấy ở đâu ra ? ở phương trình (2) chứ đâu nữa ! Để ý một 
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tẹo là sẽ làm xuất hiện 8 x + 4 y. Từ phương trình (2) ta rút ra 8 ;r + 4 y = 
việc của ta là phải chứng minh 


90+ 3 ) 2 

40 + 2 ) 


Giờ công 


90+ 3 ) 2 
40 + 2 ) 


> 9 4» 0 - l ) 2 > 0 


Như vậy ta đã có thành quả. Từ đó rút ra X — y thay vào phương trình (2) ta có 

27, 

4^3x0 + 2) = 30 + 3) => X = ~Ĩ3^ 

X — 1 => y = 1 (TM) 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : 0) y ) — (1; !)□ 


Tiếp sau đây chúng ta đến với một chùm hệ sử dụng phương pháp nhân 2 phương trình 
với nhau để đổi ẩn. Tức là ta sẽ khéo léo sắp xếp lại hệ một chút rồi nhân 2 phương trình 
với nhau tạo thành một phương trình ẩn mới (thường là ẩn xy ). Đây là một hướng làm 
khó, nó yêu cầu sự tinh tế và tinh quái trong việc nhìn bao quát hệ và sắp xếp các phương trình. 


Câu 233 

1 



y(xy — 2) = 3x 2 
y 2 + x 2 y + 2x = 0 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 


% V y+ 2) = V =*■ ~ 3xV = x y^y - ^y + 2 ) 


THI : X — y — 0 
TH2 : —3 xy — ( xy) 2 - 4<» 


1 

X — — 

y ị 

X — - 

y 


111^ . -oxy - yxy) " w = _4 ^ 4 

- ’ X — 

L y 

1 3 1 

Với X — — thay (2) ta được y 2 + -= 0<^y = —03 => X = — - 7 = 

y , y v3 

4 . 

Với X — — tương tự và ta tìm ra y = — 2 =>■ X = 2 

y 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (0; 0), (2; —2), 0 — -ỹ=; —03^ □ 


Loại hệ này hình thức cho thường khá giản đơn như vậy. Một lời khuyên nhỏ của tôi là hãy 
đưa những phần tử đơn độc như X, X 2 , X 3 , y , y 2 ... sang một vế, những phần tử kết dính với nhau 
như xy,x 2 y,y 2 x,... sang một vế. Tất nhiên nó sẽ có nhiều yếu tố khác, cần phải động não để 
tìm hướng giải quyết. Giờ tiếp tục đến một số câu cùng ý tưởng. 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 234 


X 3 + xy — 2 = 0 
y 3 + 3 xy + 3 = 0 


Giải 

Đây là một câu trong đề thi thử của trường THPT Chuyên - ĐHSPHN. Y tưởng của nó cũng 
như trên. 

Hệ viết lại như sau 

I y3 2 ‘t-Sxy- 3 ^ M 3 = ( 2 - x y)- - 3 ( x y + !) = 0 

(xy) 3 — 3 (xy) 2 + 3 xy — 1 = 7 +> (xy — l) 3 = — 7 xy = 1 — \ỉĩ 

Tất nhiên đến đây chả ai điên mà rút X theo y và thay vào phương trình (2). Từ 2 phương 
trình đầu ta hoàn toàn có thể tính được x,y rồi. Từ (1) ta có 

X 3 — 2 — xy — 1 + \fĩ +> X = \Ị 1 + \fĩ 

Từ (2) ta có 

y 3 = -3 xy - 3 = 3^7 -6 <=> y = \J 3 ^ 7-6 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = (y Ụĩ-\- ; \ỉ 3^7 — □ 


Câu 235 




5x 3 + 3 y 3 — 2 xy — 6 
3x 3 + 2 y 3 + 3 xy — 8 


Giải 

Đây là một hệ rất hay là phát triển hơn của câu 234. ở đây là không thể áp dụng nhân tạo ẩn 
mới ngay được. Muốn được thì phải đưa nó về dạng giống như trên, tức là mỗi phương trình 
không tồn tại cả 2 phần tử X 3 và y 3 . Làm cách nào ? Rất đơn giản đó là coi X 3 , y 3 là ẩn chính 
còn xy là hằng số. Như thế ta được một hệ của lớp 9, rất đơn giản ta rút được X 3 , y 3 theo xy. 
ở đây sẽ là 


ị 5x 3 + 3 y 3 = 6 + 2 xy 
Ị 3x 3 + 2 y 3 = 8 — 3 xy 

=>- x 3 y 3 — (13 xy — 12) ( 


ị X 3 = 13 xy - 12 (3) 

\ y 3 = -21 xy + 22 (4) 


—21x7/ + 22) <í=> 


xy — 1 

xy = —137 ± \/Ĩ9Õ33 


Với xy — 1 từ (3) và (4) dễ dằng giải ra X = y = 1 

Với xy = -137 + a/Ĩ9Õ33 từ (3)(4) suy ra X = y 13(-137 + ^/19033) - 12 = 

\/ 13\/Ĩ9Õ33 — 1793 và y = ý- 21(-137 + \/Ĩ9Õ33) + 22 = \/2899 - 21X/Ĩ9Õ33 

Với xy = -137 - a/19033 từ (3)(4) suy ra X = \/-13a/19033 - 1793, y = v/2899 + 21^19033 
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Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = (1; 1), ^\ // 13\7l9033 r -^T793; ị /2899 — 21^19033^ 
13a/Ĩ9Õ33 — 1793; \/2899 + 21 V 19033 ) □ 


Câu 236 


X 3 — 8 y 3 = 1 + 3 xy — 3 x 2 y 2 
8 y 3 — 3x 3 = 1 — 3 xy + 9 x 2 y 2 


Giải 


Tác giả bài toán là thầy Lê Trung Tín bên BoxMath. Nhìn thì có vẻ khá giống câu trên nhưng 
thực ra bài này ở level cao hơn rất nhiều. Trước hết ta hãy cứ làm quen thuộc đã 
Hệ tương đương 

ị — X 3 = 3x 2 y 2 + 1 (1) 

Ị —8y 3 — 3 xy + 2 (2) 

Lấy (1) nhân (2) vế theo vế, ta được 

x 3 y 3 + 6x 2 y 2 + 3 xy + 2 = 0 (3) 

Đây là một phương trình bậc 3 ẩn xy tuy nhiên nghiệm khá xấu. Hãy thử kết hợp với các 
phương trình khác xem. 

Lấy (3) trừ (1) vế theo vế, ta được 

(xy + l) 3 = X 3 xy = X — 1 (4) 

Thế (4) vào (1), ta được 

X 3 + 3(x — l) 2 + 1 = 0 
3x 3 = (x — 2) 3 
<+ v^3x = X — 2 
+ X--1- ^3- ^9 


Thay lại vào (4) và ta tìm ra y — 


1 + ^3 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = —1 — 1^3 — \/9; 


1 + ^3 N 


□ 


Câu 237 

\ 



(x — y) ẩ — 13x — 4 
\Jx + y + a/3x - y = \/2 


Giải 


Điền kiện : y < min{—x ; 3x} 

Phương trình (2) tương đương 

x + y + 3x — y + 2 a/(x + y){ 3x — y) — 2 


<í+l — 2x = 2y/(x + y){ 3x — y) <+ 
<+(x — y) 2 = 4x — 1 


^ 1 
2 

(2x — l) 2 = 3x 2 + 2 xy — y 2 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Thay vào (1) ta được 


(Ax — l) 2 = 13x — 4 X = 

16 


y 

y 


13 

16 


16 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x\y) = ( ] , í Yq ) □ 


Câu 238 

1 



x 2 y 2 — 9x + Ay 2 — 0 

X 3 + 3x 2 — 24x + 2y + 31 = 0 


Giải 


Phương trình (1) tương đương 


y = 


9x 


X 2 + 4 


X > 0 

9 ^ 9x 9 3 ^3 

y < ^ < y < - 


Ax 4 2 

Sử dụng kết quả này kết hợp với phương trình (2) ta được 

X 3 + 3x 2 - 24x + 31 = -2y < 3 4» (x - 2) 2 (x + 7) < 0' T <ầ°x = 2 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x]y) — ^2; — - j □ 


Tôi đưa thêm 1 ví dụ nữa cho các bạn làm. Và tự rút ra nhận xét về hình thức của chúng. 


Câu 239 

1 



x 2 y 2 — 2x + y 2 = 0 

2x 3 + 3x 2 + 6 y — V2x + 13 = 0 


Nghiệm : (x]y) — (1; —!)□ 


Câu 240 

1 



X 3 — 3 xy 2 — X + 1 = y 2 — 2 xy — X 


y ổ — 3 yx + y — 1 = y + 2 xy — X 


Giải 

Hệ khá đối xứng. Tuy nhiên đây mà một bài toán khá khó chơi. 

Hệ đã cho tương đương 

{ x(x 2 — y 2 ) — 2 xy 2 + (x 2 — y 2 ) + 2 xy — X + 1 = 0 
y(y 2 — X 2 ) — 2 x 2 y + (x 2 — y 2 ) — 2 xy + y — 1 = 0 
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Lấy PT( 1) — i.PT( 2) ta được 

{x 2 — y 2 ){x + yi) — 2xy[xi — y) + (ic 2 — 2 / 2 ) (1 — ĩ) + 2aư/(l + ị) — 7 + yỉ) + 1 + ỉ = 0 

+> (x + yi)(x 2 — y 2 ) + 2 xyi(x + yi) + (x 2 — y 2 )( 1 — ị) — 2xyi(Ạ — 1) — 7 + yi) + 1 — i — 0 

<=>• 7 + yi)(x 2 + 2 xyi — y 2 ) + (1 — i)(x 2 + 2 xyi — y 2 ) — 7 + yi) + 1 + i = 0 

*$+ 7 + JÚ) 3 + (1 — ĩ)7 + yi) 2 — 7 + yi) + 1 + ỉ = 0 

+> £ 3 + (1 — ĩ)z — z + 1 + ỉ = 0 7 — X + yi) 

7 — i)(z 2 + z — 1 + ỉ) = 0 

THI : z — i +>• 7; y) — (0; 1) 

TH2 : z 2 + z - 1 + ĩ = 0 


A = 5 — 4i = (a + bi) 2 


a 2 — b 2 = 5 
2aò = —4 




0 = ±yi(5 + V4Ĩ) 

6 = =f!(V 4Ĩ - 5)yH(S + V41) 


\/2(5 + 741) 1 rr zr 

-^-+ 1^(741-5)^(5 + 741) hoặc 


—2 — ự 2(5 + 741) 1 

Đến đây ta tìm được z =---f- ũ -+7 

4 8 

-2+^2(5 + 741) . 1 h — 

z= --1^(741-5)^(5 + 741) 

/-2 - \J 2(5 + 741) I /ĩ - “Ị“\ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : 7;7/) = (0; 1), Ị --—--; ^(Tỉĩ — 5)7^(5 + 741) Ị , 

-2+72(5 + 741) 1 

-I---■ 


-;++4Ĩ-5),/±(5 + V4Ĩ) I □ 


2.9 Câu 241 đến câu 270 



r X ! y 2^/xỹ 

y + 1 X + 1 Jxỹ + 1 

5 3 

Câu 241 



{ \/x - 1 H Vy - 1 " 


Giải 

Điều kiện : X, y > 1 

Chính vì điều kiện này mà ta có bất đẳng thức khá quen thuộc sau 

1 , 1 2 
—— + —- > —= - 
X + 1 y + 1 y/xỹ + 1 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Phương trình (1) tương đương 


X . „ . y _ 2,/xỹ 

+1 + —+1 = +2 


Ỉ/+1 


X + 1 y/xỹ + 1 

. . . 1 ẫ 1 \ 2(2 Jxỹ + 1) 

(x + y + 1) ( —^r+ ' - v v ; 


{ X + y + 1 > 2^^ + 1 
1 1 > 2 
X + 1 y + 1 — y/xỹ + 1 
Đẳng thức xảy ra khi X = y thay vào (2) ta được 


x + 1 y + 1 / y/xỹ+1 

Vậy (*) suy ra VT >VP 


(*) 


\Jx — 1 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (5; 5)D 


= 4<^x = y = 5 


Câu 242 


/ X 2 + 2x - 2 = ự-y 2 -Ay-2 
\ 6x — y — 11 + \/10 — 4x — 2x 2 = 0 


Giải 

Điều kiện : ý 1 + ịy + 2 < 0,10 — 4x — 2x 2 > 0 

Một hệ khá khó chịu. Không làm ăn gì nổi từ 2 phương trình. Đánh giá có lẽ là giải pháp cuối.ơ 
đây có căn nên có lẽ sẽ dùng AM — GM. Ta lại mò ra được nghiệm (x; y) = (1; —3). Đấy là cơ 
sở để ta nhân chia hằng số phù hợp. Ta có 

(1) 4» X 2 + 2x - 2 = v/l(—2/2 — 42/ — 2) < ~ y2 ~^ y - - 
2x 2 + 4x + y 2 + ẩy — 3 < 0 (*) 

Tương tự với (2) ta có 

(2) 4» y - 6x + 11 = y/10 - 4x - 2x 2 = ị ^4(10 - 4x - 2x 2 ) 

14 — 4x — _ 

< - ^ X 2 — lũx + 2y + 2y + 15 < 0 (**) 

Cộng (*) với (**) ta có 

3x 2 - 6x + y 2 + 6y + 12 < 0 4» 3(x - l) 2 + (y + 3) 2 < 0 

f X = 1 

4» { 

\y = - 3 

Thay lại vào hệ thấy thỏa mãn. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; —3)D 
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Câu 243 


[ y 3 + X 2 — 764 — x 2 y 
\ (x 2 + 3) 3 = y + 6 


Giải 


Ta có 


y + 6 = (x 2 + 2) 3 > 2 3 = 8 4» y > 2 


Xét (1) ta có 

y 3 + X 2 > 8 > \/64 — x 2 y 

Đẳng thức xảy ra khi y — 2, X — 0 thử lại thấy thỏa mãn. 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (0; 2)D 


Câu 244 


Ị 277 ^ 4 - 7 ) 7^1 = 2 

\ X + \jv2x + y 2 — 19 


Giải 


Điều kiện : X > 4, y > 1 
Phương trình (1) tương đương 


2a/x - 4 - 4 = a/2/ — 1 - 2 8 ^ — = 

v 27^4 + 4 


y-ĩ> 

\/y — 1 + 2 


• Xét X > 8 =»■ y > 5 . Khi đó VT = X + a/12x + y 2 > 8 + a/Ĩ2Ĩ = 19 = VP 
■ Xét X < 8 =>■ y < 5 . Khi đó VT <VP 
Vậy X = 8, y = 5. Thử lại thấy thỏa mãn. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (8; 5)D 



Vx + 2 - y/ỹ = 1 

1 1 1 

Câu 245 



k ® 7 4x + ỉ/ 2 6 


Giải 

Điều kiện : X > —2, y > 0 

Vì y = 0 không là nghiệm =>■ y > 0. Vậy ta suy ra 

( \fxp~2 > 1 ị 3(7-733) 

I<1 + 1 2 

u 6 + 74Ĩ u>0 

Giả sử y < X — 1 thì 

r . 3(7-733) 

(1) ta được / x> 2 X > 2 

1 7^ + 2 < 1 + 7x - 1 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


ị 3(7-733) _ _ 

\x> -- 3(7-733) _ 0 

(2) ta được < ị 1 2 44 -——-< X < 2 

Ị “ > u + , , 

K X 6 X + 1 

Rõ ràng là vô lý. Tương tự với y > X — 1 
Vậy y = X — 1 thay vào (2) ta có 

ị = ị + —j-r ^ X = 2 =4 y = 1 (TM) 

X 6 X +1 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (2; !)□ 


Câu 246 


í 7t-5 + 72 y — 4: = X — y + 1 
1 8y/y(x-2) + 4 - 8 y = (y - x) 2 


Điều kiện : X > 5, y > 2 


Giải 


(2) 44 8y/yx — 2 y + 4 — 8 y = X 2 — 2 xy + ỉ/ 2 

44 4(au/ — 27 + 8 y/xy — 2 y + 4 = T 2 + 2 xy + y 2 

44 [ 27 ^ - 2 ỹ + 2 ] 2 = 7 + ỉ/) 2 
r 2 y gj/ - 2 y + 2 = £ + y (3) 

L í 2y/xy-2y + 2 = ~{x + y) (4) 

(4) loại vì VT > 0 > VP 

(3) 44 2y/y(x — 2) = (x — 2) + y 44 (7^ — 2 — 7^) 2 = Ũ44x = 2 / + 2 

Thay lên (1) ta có 

\Jy — 3 + 72 ?/ — 4 = 344 ?/ = 4 = 4 £ = 6 (T M) 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; 2 /) = (6; 4)D 


Ị y + 7% 2 — 2 y + 6 + 3x 2 = 3x + 77x 2 + 7 + 2 
\ 3y 2 -Ax 2 -3y + 3x+ 1 = 0 


Giải 

Điều kiện : 3 y 2 — 2y + 6 + 3t 2 > 0 

Thấy hệ này chứa một tam thức bậc 2. Vậy thử tính A xem sao. Không được rồi ! Quá xấu. 
Nghĩ hướng khác. Nhận thấy phương trình (1) chứa một căn thức khá bất ổn. Có lẽ nó hên 
quan đến phương trình thứ (2). Thử dùng phép thế xem sao. 

Từ (2) ta rút ra 

3 y 2 — 2y + 0 + 3x 2 = 7x 2 + y — 3x + 5 
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Thay lên (1) ta được 


y — 3x — 2 + \/7x 2 + y — 3x + 5 = \j7x 2 + 7 

Đến đây liệu đi tiếp được chứ ? Đặt \J7x 2 + 7 = u > 0, y — 3x — 2 = V ta có phương trình 

V + Vu 2 + V = u <í=> \Ju 2 + V — u — V 


=>- u 2 — 2ưư + ư 2 = tí 2 + V ư(2ư — ư + 1) = 0 

Ta có : 2u #- V + 1 = u + (u — v) + 1 > 0 

Vậy suy ra,v = 0<^y = 3x + 2 thay vào (2) ta được 


3(3x + 2) 2 - Ax 2 - 3(3x + 2) + 3x + 1 = 0 


X = — 1 =>- y = — 1 

7 25 

x = ~23 ^ y= 23 


(TM) 

( TM ) 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) 




□ 


Câu 248 


_ x_ __ y _ _ / 2 + y/2 

< ^(i-y)(i-x 2 ) y/(i -x)(i-^) V (1-S 2 )(1 -y 2 ) 

X t y I ĩ 

. + ỹũ? = V (1 - 5ÕỠ - y 2 ) 


Giải 

Điều kiện : — 1 < X < 1, — 1 < y < 1 
Phương trình (2) tương đương 

x\/l — y 2 + yVl — X 2 — 1 


Ta có : 


X 


ựĩ^ + yVĨ^<V(x 2 + y 2 )(2-x 2 -y 2 )< X +y + ị - - V - 


= 1 


Đẳng thức xảy ra khi 


X 2 + y 2 = 1 , \[2 

—- -- <í=> X = y = ±-— 

y\J 1 — y 2 — x\/l — X 2 2 


Thay vào (2) chỉ có X = y = thỏa mãn. 

f y /2 y/ 2 \ r 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — Ị -y-; Ị □ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 249 


Ị 2 x /x + y 2 + y + 3- 3y/ỹ = X + 2 
\ y 3 + y 2 — 3y — 5 = 3x — ựx + 2 


Giải 


Điều kiện : y > 0, X > — 2 

Chắc chắn sẽ xuất phát từ (1). Tương đương 

2 \/X + y 2 + y + 3 = 3^/ỹ + \/x + 2 


Ta có 

3-y/ỹ + \/ãr+~2 = \/3.a/% + l.VaT+~2 < 2a/3 y + X + 2 

Giờ ta chứng minh 

2y/3y + X + 2 < 2a/:e + ỉ/ 2 + ỉ/ + 3 (v — l) 2 > 0 ( Right ) 

Đẳng thức xảy ra khi y = 1 và y/ỹ = Va: + 2 =>- X = — 1 
Thay vào phương trình (2) thấy thỏa mãn. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (—!;!)□ 


Câu 250 


x(x 2 + 1) + xy(2x — 3 ỳ) + y(x — 2) = 2y 2 (l + 5 y) 
(. X 2 + 17 y + 12) 2 = ị(x + y + 7)(x 2 + 3x + 8y + 5) 


Giải 


Vẫn giữ nguyên tư tưởng khi gặp loại hệ này. Hoặc nhóm nhân tử được hoặc đặt ẩn phụ. Nếu 
nhóm nhân tử có lẽ sẽ xuất phát từ (1) vì (2) quá đồ sộ. 

Phương trình (1) tương đương 

(x — 2 y) + (x 3 + 2 x 2 y — 3 xy 2 — 10y 3 ) + xy — 2 y 2 — 0 
<=> (x — 2y) + (x — 2 y)(x 2 + 4 xy + 5 y 2 ) + y(x — 2y) — 0 
(x — 2y)(x 2 + 4:xy + 5 y 2 + y + 1) = 0 

/ X \ 2 3 

Hiển nhiên X 2 + 4:xy + 5 y 2 + y + 1 = (x + 2 y) 2 + í 7/ + ^ j + ^ > 0. Vậy ta rút được X = 2y 
thay vào (2) ta được 

(Ay 2 + 17 y + 12) 2 = A(3y + 7)(Ay 2 + 14y + 5) 

Ta có thể nhân tung nó ra rồi giải phương trình bậc 4, tuy nhiên để ý một chút thì bài toán 
giải quyết nhanh hơn khá nhiều. 

Đặt Ay 2 + lAy + 5 = a, 3y + 7 = b. Phương trình tương đương 


(a + ò) 2 = 4a6 «=> (a-b) 2 = 0 <Ễ=> Ay 2 + lly-2 = 0 «=> 


— 11 — 3a/Ĩ7 . —11 — 3a/Ĩ7 

y — --—-- ^ X = -7- 

8 4 

— 11 + 3a/Ĩ7 . —11 + 3a/Ĩ7 

y 8 4 


, „ , „ , . , . „, _ (-11 - 3a/Ĩ7 -11 - 3VĨ7\ ( -11 + 3y/Ĩ7 -11 + 3a/Ĩ7 N 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — ị -—— ;--— 1 , 1 - - -•- - - 


□ 
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Câu 251 


0 hr + 2 

y 2 — xJ ——— = 2 x — 2 

vV + 1 + \[2x^ĩ = 1 


Giải 


Điều kiện : X > 0 

Phương trình (1) tương đương 


44 y 2 + 2 — X 


y + 2 


X 


— 2x 


y 2 y 2 + 2 „ 

4» — - \/ = 244í 2 — í — 2 = 0 

X \ X 

44í = 244?/ 2 =4x-2 

Thay vào (2) ta được 

VĨẼ - ĩ + \j2x - 1 = 1 
Ta đặt 2 căn và dựng một hệ tạm sau 


ct + b — 1 ] o — 1 /T——7 1 1 „ 

2 _ 253 _ 2 ^ 1 í, _ n ^ V 4x - 1 — l4^X — - =4 ỉ/ — 0 


a 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = ( 0 ) □ 


6 = 0 
1 


Câu 252 

1 



X 2 - 4V3x - 2 + 10 = 2y 
y 2 — 6 y/Ay — 3 + 11 — X 


Giải 

2 3 

Điều kiện : X > y > -7 

3 4 

Cộng 2 phương trình với nhau ta được 
X 2 — 4a/3x — 2 + 10 + y 2 — Q^Ay — 3 + 11 = 2y + X 

4» (3x - 2 - 4 a/3x - 2 + 4) + (x 2 - 4x + 4) + (Ay - 3 - 6^4 y - 3 + 9) + (y 2 - 6y + 9) = 0 
4» (^3^2 - 2) 2 + (x - 2) 2 + (y%^3 - 3) 2 + (y - 3) 2 = 0 



Thay lại vào hệ thấy thỏa mãn. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = (2; 3)D 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 



Giải 

Điều kiện : X > —6, y > — 1 
Phương trình (2) tương đương 

x-2 _Vỹ~+ĩ X — 2 _ Vỹ~+Ĩ 

o^ 2 - 4x + 5 ~~ Vy + 2 ^ ^/(x-2) 2 + l - 

ị 1 

Xét /(í) = Ta có f(t) — ——— > 0. Vậy /(í) đơn điệu tăng và từ đó rút ra 

w VWTĨ v^+ĩ{t 2 + 1) 

{ £ 2 

. Thay lên (1) ta được 

y = X — 4x + 3 

2(x — 2 )\Jx + 6 = —X 2 + 4x + 3 
4» 20 - 2) (Vx + 6 - 3 ) = -^ 2 - 2x + 15 

^ 2 ( x “ 2 ) 7, o = -( x - 3)0 + 5 ) 

Rõ ràng với điều kiện khi rút thì phương trình này chỉ có nghiệm X = 3 =>■ y = 0. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : 0; y ) — (3; 0)D 


Câu 254 

1 



x 3 y 3 + 3 xy 2 — 7 y 3 = 1 
X 2 + 2x + (xy — l) 2 = 2x 2 y 


Giải 

Phương trình (2) tương đương 

X 2 + 2x + x 2 y 2 — 2xy + 1 — 2 x 2 y = 0 +> 0+ — X — l) 2 = 0 

xy = X + 1 

<Í=>XỈ/-X-1 = 0<^<( X + 1 

y = 


X 


Thay hết lên (1) ta có 


/ * Q . X + 1 /x + 1 

0 + l) 3 + 3(x + 1)--7 


X 


X 


= 1 


+>• x 3 0 + l) 3 + 3x 2 0 + l) 2 — 70 + l) 3 = X 3 

x 3 0 + l) 3 + 3x 2 0 + l) 2 + 3x0 + 1) + 1 = X 3 + 3x0 + !) + ! + 7(x + 1) 


(x 2 + X + l) 3 = 8(x + l) 3 = (2x + 2) 


X 2 — X — 1 = 0 +> 


1-05 1-05 

X = — V — => y — 


X — 


2 

1 + 05 


y = 


2 

1 + 05 
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Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 


1 — a/5 1 — • ựh ' 


1 + ^5 1 + 

2 ; 2 ) 
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Câu 255 


2x 2 -^-{V2 + l)(xV2-l)~ 


xy 


r 


x 2y2 _|_ l 


= 0 


Ax + 


y 


x 2 y 2 + 1 


= 2 + V2 


Giải 

Tác giả bài toán là anh Nguyễn Bình. Đây tất nhiên là một bài toán rất khó, đòi hỏi nghệ 
thuật biến đổi khá tốt. 

Điều kiện : y Ỷ 0 
Hệ đã cho tương đương 

' 2r i -7-(v / 2 + l)W2- = _ (V2 + 1 ) 


y 


2 

2x y 


2 ,— + 

y 


2x 2 + Vt 


a/2 


2x2 + 77 
y 2 


- (V2 + Ì) ++ =0 


v/2 


Đặt = ữ, —— = b. Hệ đã cho tương đương 

y 


b 2 -(V2 + 1) 


a 2 + 6 2 

2a6 — (y/2 + 1)6 H—~~~~ = 0 


(1 - 7—7 = — (\/2 + 1 ) 


a 2 + b 2 


Lấy PT(1) — i.PT{ 2) ta được 


(a 2 - ỉ> 2 + 2 abi) - (y/2 + l)(a + 6ĩ) - + (7/2 + 1) = 0 

a 2 + b 2 


Đặt 2 = a + bi. Thì phương trình đã cho tương đương 

V2~z 


(y/2 + ì)z- ^ặ. + ự2 + l = 0^z 2 ~(V2 + l)z~ — + (V2 + l) = 0 

z • z 2/ 


^_ ( ĩ -vgK£- £ + Ị) =0 ^ 


Với z — \Í2 ^ a — ự2, b = 0 (L) 


2 = \/2 
. _ 1 , Vã. 

2 2 

1 Vã. 

z i 

2 2 


1 

a - 2. 


™ _ 1 , \/3, _ 

vđ z 2 + 2 ’ ^ 1 ( ) = — 


7» 


X — 


y = 


2 V 2 

2V2 

V3 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Với z = 


1 _ V3 

2 ~~ ~Y l 





1 

2y/2 

2 V 2 

"7Ĩ 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — 


1 2y/2\ 

2 V 2 ' a/ 3 y 




□ 


Câu 256 


X — y — 2y 2 + 1 
\JxAry + ựx - 2 y = 3 y 


Giải 


Điều kiện : X + y > 0,2x — y > 0 
Rõ ràng để có nghiệm thì y > 0 
Phương trình (2) tương đương 

>/x + y+ \Jx - 2y = Ụx + y) 2 - (y/x - 2yỴ 


o- \Jx-Yy — sjx-2y + 1 

Xử lí cái này tốt nhất ta sẽ sử dụng hệ tạm. Đặt y/x + y — a, \Jx — 2y — h. Ta có : 


a — b = 1 


a 2 — b 2 = 3 y 
Thay lên (1) ta có 




a — b — 1 
a + b = 3y 


^ 2a = 3y + 1 2 y/x + y = 3y + 1 Ax = 9 y 2 + 2y + 1 


9 y 2 + 2y + 1 n 

; - = 2y 2 +y + l^ 


y = 3 => X = 22 

y = -1 (L) 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; ỉ/) = (22; 3)D 



x 4 + y 4 ựxỹ 3 

Câu 257 < 

(x + y) 4 x + y 8 

1,3 

, Vỹ~ 

ì 


Giải 

Điều kiện X, y > 0. 

Thoạt nhìn thấy phương trình (1) khá thuần nhất. Đặt X — ty chăng. Tuy nhiên khi đó ta sẽ 
ra một phương trình ẩn t không dễ chơi một chút nào. Để ý : dấu bằng xảy ra tại X — y. Vậy 
phải chăng là dùng bất đẳng thức ? 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy — Schwarz cho vế trái của (1) ta có 

X 4 + y 4 (x 2 + y 2 ) 2 {x + y) 4 1 
(x + y) 4 — 2(x + y) 4 ~ 8(x + y) 4 8 
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Áp dụng bất đẳng thức AM — GM cho vế phải ta có 

yỹỹ _ 3 ựxỹ _ 3 = 1 
X + y 8 — 2ựxỹ 8 8 

Đẳng thức xảy ra khi X = y. Thay vào (2) dễ dàng giải ra X — y — 1 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (!;!)□ 


Câu 258 




V x v~ ịx-y)(y/xỹ- 2) + ựx = y + ựỹ 
(x + !)(?/ + y/xỹ + x(l — x)) — 4 


Giải 

Đọc hướng giải và thử xem loại hệ này đã rơi vào câu nào rồi nhé ! 
Phương trình (1) tương đương 


xy + (x- y) (ựxỹ - 2) - y 2 x-y 
)Jxy + {x-y) (ựxỹ -2 )+y + Vỹ 


= 0 


&(x-y) 


y + ựxỹ-2 


+ 


_\Jxy + {x-y) (ựxỹ-2) +y v% + Vỹ 
Giờ ta mong rằng y + ựxỹ > 2. Thật vậy, từ (2) ta có 

4 


= 0 (») 


Giờ phải chứng minh 


X + 1 


y + y/xỹ = + X - X 

x + 1 


+ X 2 — X > 2 <=> (x — l) 2 (x + 2) >0 ( Right ) 


Vậy từ (*) suy ra X = y thay vào (2) ta được 


(x + 1) (3x — X 2 ) = 4 


X — 1 


X — 


1 + VĨ7 




Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; 1) , 
Một câu gần tương tự 


1 + y/Ĩ7 ì + vTr' 


□ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 259 

1 



X — 3y/x + 3 = 3a Jy — 5 — y 
a/x 2 + 16 (y - x) + y = 2y/xỹ 


Giải 


Phương trình (2) tương đương 


(x-y){ , *- 16 .. 4—"uo (*) 

\ì/x* + 16(y - x) + yxỹ yĩỹ + y) 

Giờ ta mong rằng X < 16. 

Phương trình (1) tương đương 

y — 5 — 3 \Jy — 5 + X + 3 — 3 \J X + 3 + 2 = 0 

> 0 -v^ 9 — 4(x + 3 — 3 \JX + 3 + 2) > 0 

+>• 4(x + 3) — 12 a/x + 3 — 1 < 0 +> \Jx + 3 < ÍC < 16 

4 

Vậy từ (*) suy ra X = y thay lại vào (1) ta được 

2x = 3 ịyx + 3 + \Jx — 5^ <+ X 4 — 9x 3 + 9x 2 + 324 = 0 

(x — 6) 2 (x 2 + 3x + 9)<^>x — y — 6 (TM ) 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (6; 6)D 


Câu 260 


(xy + l) 3 + x(y — 1) = X 3 — 1 
X 3 — 4 xy — 4 = 0 


Giải 


Phương trình (1) tương đương 

(xy + l) 3 + (xy + l) = x 3 + x-v^xr/ + l = x 


Thay xuống (2) ta được 


X 3 — 4x = 0 


X = 0 (L) 

3 

X = —2 => y = ^ 

/_ 1 * 

X = 2 =>• y = - 
y 2 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = 




□ 
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Câu 261 


(x + 6y + 3 )V x y + 3 y — (8 y + 3x + 9 )y 
V—X 2 + 8x — 24 y + 417 — (y + 3)a Jy — 1 + 3y + 17 


Giải 

Điều kiện : y > 1, X > —3, —X 2 + 8x — 24 y + 417 > 0 
Đặt V x + 3 = a > 0, Vỹ = b > 0 thì (1) tương đương 

(a 2 + 6 b 2 )ab = ò 2 (86 2 + 3a 2 ) a 3 — 3a 2 ò + 6a6 2 — 8 b 3 — 0 

•vt> (a — 2ò)(a 2 — ab + 46 2 ) = 0 -vt> a = 2b 


X + 3 = iy 


Thay xuống (2) ta được 

4\/ (ỉ/ + 4)(6 — ?/) = (ỉ/ + 3) n/ 2/ — 1 + 3y + 17 


Ta có : 

•4^(|/ + 4)(6-|/ < 2(y + 4 + 6 - y) = 20 

• (ĩ/ + 3) ựỹ^ĩ + 3y + 17>3y + 17> 3.1 + 17 = 20 
Đẳng thức xảy ra khi y — 1 =ỳ- X — 1 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; !)□ 



x + y 2 (x-y) 2 

xy V x + Vỹ V^ỹ 

1 1 

Câu 262 



^-^ + x + |/ = 4 

l Vỹ V x 


Giải 


Điều kiện : X, y > 0 
Phương trình (1) tương đương 

11 2 

z 2 - 7= - 2 (v^ - Vỹ) + x v = 0 

X y ựxy v ' 

+2ự^ỹ f^=-+ xy = 0 

W x Vỹ) \V X Vỹ) 

o (2=-2- + x Ị/V = o 

Vv^ / 

1 1 

^ —- 7 = = 

Vỹ V x 

-vt> a/x — ^/ỹ = xy =>■ X + y = x 2 y 2 + 2y/xỹ 


Thay tất cả vào (2) ta được 


{ xy = 1 
X + y = 3 
X > y > 0 





3 + a/ỗ 
2 

3 — a/5 
2 


Nguyễn Minh Tuấn - K62CLC Toán Tin - ĐHSPHN. My facebook : Popeye Nguyễn 







































Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


146 


Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Có vẻ băn khuăn vì sao X > y nhỉ ? Nhớ lại phép biến đổi trên (1) có một đẳng thức là 
\Jx — y/ỹ — xy. Vì xy > 0 =>- X > y 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — 


3 + v / 5 _ 3 — a/ 5 N 


□ 


Câu 263 


y 3 + 3 y 2 + y + 4x 2 — 22x + 21 = [2x + l)y/2x — 1 
2x 2 — llx + 9 = 2 y 


Giải 

Điều kiện : X > - 
2 

Phương trình (1) tương đương 

y 3 + 3y + y + 2(2 y — 9) + 21 = (2x + l)V2x — 1 

(y + l) 3 + 2 (y + 1) = (2x - l)y/2x - 1 + y/2x - 1 

Hai vế đều có dạng f(t) = í 3 + 2t và hàm này đơn điệu tăng. Từ đó ta có y + 1 = \j2x — 1 
thay xuống (2) ta được 


2x 2 - llx + 11 = 2V2x - 1 4» (2x - 5) 2 = (V2x - 1 + 2) 2 4» 


£ = 1 y = 0 
X = 5 => y = 2 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; ỉ/) = (1; 0), (5; 2)D 




X - y \/x 2 - y 2 _ 9 

Câu 264 

ị 

a /1 — X 2 + y 2 



y — X\J X 2 — y 2 7 



k \/l — X 2 + y 2 4 


Giải 


Điều kiện : 0 < X 2 — y 2 < 1 
Lấy (l)+(2) và (l)-(2) ta được 


Lấy (3).(4) ta được 


(i - V x2 - y 2 ) ( x + y) 

y/l — X 2 + ý 2 

(l + ựx* -y 2 ) (x - y) 


y/l — X 2 + y 2 


T w 

ĩ < 4 > 


+ - y -)(\-+ y-) 15 2 2 

l-x 2 +y 2 16 y 


15 

16 
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Thay lại vào (1) và (2) ta thu được hệ mới sau 

yVĨ5 _ 1 


ỵVỊ5 1 í 7\/Ĩ5 

ị *Ị X = 8 _ + ^ịỊ 

y~i ư, U = 7 + 2 ^8 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 1 8 H— ‘ v I ; 7 + 2\/Ĩ5J □ 


(TM) 


Câu 265 


9 xy 3 — 24 y 2 + (27x 2 + 40 )y + 3x — 16 = 0 
y 2 + (9x — 10)2/ + 3(x + 3) = 0 


Giải 


Ý tưởng bài toán giống câu 222 nhưng hình thức cồng kềnh hơn. 
Hệ đã cho viết lại 


9 xy 3 + 27 x 2 y + 3 X + y 2 = 25 y 2 — 40 y + 16 
ý 2 + 9 xy + 3x + 1 = 10 y — 8 




(9 xy + 1 )(y 2 + 3x) — (5 y — 4) 2 
(9 xy + 1) + ( y 2 + 3x) = 2(5 y - 4) 


Rõ ràng 2 số 9 xy + 1 và y 2 + 3x là nghiệm của phương trình 

X 2 - 2(5 y - A)X + (5y - 4) 2 = 0 4» X = 5y - 4 

Từ đó suy ra 


9 xy + 1 = 5y — 4 
y 2 + 3x = 5y — 4 




3x = 5y — y 2 — 4 

3y(5ỉ/ - y 2 - 4) + 1 = 5y - 4 




y — 1 =>• x — 0 

_ 0 / 7 " —1 — \/ 2 Ĩ 

y = 2 — \-=>x = —-— 

V 3 9 

„ _ 0 , /7 —1 + V^I 

" = 2 + vC i= 9 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 


-l-y/2Ĩ ff\ -1 + V2Ĩ 
9 ;2 V 3 ) ’ 1 9 


5 2 + \/ — ) , ( 0 ; !)□ 


Câu 266 

\ 

' 3 

X + x + 1 - (y + 2)y/(x +l)(y + 1 ) 


4 Xy/y + 1 + 8 x = (4x 2 — 4x — 3)y/x + 1 


Giải 

Điều kiện : X > —1 ,y > —1 

Để ý khi chia 2 vế của (1) cho yjx + 1 ta sẽ cô lập được 2 ẩn và hi vọng nó sẽ có gì đó đặc biệt. 
Thực hiện phép chia và ta thu được 

2 

/ , + / , ,8“7===f = (ỉ/ + 2 ) vV+ĩ 

vbr + 1 (x + 1) y/x + 1 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Mà ta có 
„2 


ar X X 3 + X 2 + X X 3 + x(x + 1) X u X 

+ 7- 7- = 7- ~ = -- v = = -- 7 -I- 

\Jx + 1 (x + 1) \Jx + 1 (x + l)\/x + 1 ( x + l ) y/xTĨ (x + 1)a/x + 1 \JX + 1 

Như vậy phương trình (1) sẽ là 


(ỹỂữ) +^ T = (v^Yĩ) 3 + WYr«v / UM = 


X 


+1/ \/x T1 V / \Jx +1 

Hiển nhiên vì /(í) = t 3 + t đơn điệu tăng. Thay xuống (2) và ta được 

+ 8x = (4x 2 — 4x — 3) \JX + 1 4x 2 + 8x\/x + 1 = (4x 2 — 4x — 3 ) (x + 1) 

Vx +1 v ' v 7 

<í=> 4x 2 + 8xVx + 1 + 4 (x + 1) = (2x — l) 2 (x + 1) 


2x + 2 a/x + 1 = (2x — 1) yjx + 1 
2x + 2 a/x + 1 = (1 — 2x) \/x + 1 


THI : 


2x = (2x — 3 )Vx + 1 <í=> 


X = 3 =>- y = 7 
y 4 


X = 


Vã 


y = 


4 + 3\/3 


TH2 : 


2x = (—1 — 2x)y/x + 1 4x 3 + 4x 2 + 5x + 1 = 0 


Phương trình bậc 3 này có nghiệm duy nhất nhưng khá lẻ. Cách giải loại này tôi đã nêu ở câu 
215. 

IV. X 1 v ^ n Ằ 

Đôi ân X = z — Thay vào phương trình và ta đưa nó vê 

108Y 5 + 99z - 10 = 0 

Đặt z — (a - 'ì thay vào phương trình ta được 

"V aj 


6 


llVn ( , 1 




a ố - -V = 10 4» 


a 3 = 


10 -3VĨ59 

nyTĩ 

3 _ 10 + 3a/Ĩ59 


<=>• 


a — 


11 VĨĨ 


a — 


a — 


10 — 3\/Ĩ59 
llyTĩ 
^10 + 3\/Ĩ59 

nvTT 


2 nghiệm này luôn có đặc điểm là tích của chúng bằng —1. Vậy nên 2 trường hợp thay vào z 
đều ra một kết quả. Từ đó suy ra 


/ 


_ x/ĩĩ / 1\ _ Vũ 

z 6 V a) 6 


\ 


10 + 3\/Ĩ59 
llựĩĩ 


10 + 3a/Ĩ59 


llx/ĩĩ / 


í\/lO + 3\/Ĩ59 


11 


\/io + 3Vĩ59, 
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Từ đó suy ra 


1 

x - 6 

Vậy hệ đã cho có nghiệm 



= £ í \/l0 + 3 a/Ĩ59 


11 


\/l0 + 3\/Ĩ59 



— n 

\/l0 + 3 a/Ĩ59 / 3 

5\ ị n/3 4 + 3a/Õ\ 

V’V 2 ; 2 J 


( n . a 2 

V’ a + 1 



với 


Câu 267 


X + y 2 + 9 = 6y/x + 5 y 
(2y - ựx - 4) \fx = y + 4 


Giải 

Điều kiện : X > 0 
Hệ đã cho tương đương 

r h/ĩ - 3) 2 = y(5 - y) (3) 

ịx - 2(y - 2)ựx + y + A (4) 

Từ (3) ta có ngay y( 5 — y) > 0 

Từ (4) ta có = y 2 — 5y > 0 y{ 5 — y) < 0 

Từ 2 điều trên ta thấy ngay điều kiện ràng buộc đã trái ngược nhau. Vậy đẳng thức xảy ra khi 

y = 0 =>■ X = 9 (L) 

y = 5 X = 9 (T M) 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (9; 5)D 


Câu 268 

1 



A Jx + 2y + 3 + a/ 9^ + 10y + 11 = 10 
\JV2x + 13y + 14 + V28a; + 29 y + 30 = 20 


Giải 

Đây là một loại hệ cực kì khó chịu chứ ý tưởng không khó mấy. Xuất hiện khá nhiều căn thức 
và điều kiện không thể gói gọn được. Vậy tạm thời bỏ qua bước này. 

Với loại này thường ta sẽ đặt ẩn để cố gắng đưa nó về thuần nhất. Tức là nghĩ cách đặt sao 
cho hằng số mất hết đi. 

Đặt u = X + y + 1, V = y + 2. Ta có hệ mới như saư 

{ y/u + v + y/9 u + V — 10 r ——-— r ——-— „ / ,—-— /-—-— \ 

V12 u + V + V28 u + V = 20 V ) 

Căn thức vẫn khá nhiều. Tuy nhiên nó đang thuần nhất. Từ đó ta có 

Vl2t + ĩ + V28t + ĩ = 2 (yt + 1 + V9t + l) 4» t = ^ 


Nguyễn Minh Tuấn - K62CLC Toán Tin - ĐHSPHN. My facebook : Popeye Nguyễn 




















































Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


150 


Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Từ đó rút ra u — -ịV. Thay vào (1) và ta tìm được 





X + y + 1 = 5 
y + 2 = 4 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = (2; 2)D 




X = 2 

y = 2 


/ yV 1 - x + xựl - y = 1 

t (1 -yỹ)(i + Vĩ) = 2 


Giải 

Điều kiện : 0 < X, y < 1 
Từ (2) ta suy ra 

r- 2 

1 + \fx — -——— > 2 ^ X > 1 
1 - y/ỹ 

Mà từ điều kiện : X < 1. Từ đó suy ra£ = l=>!/ = 0 (TM) 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (0; !)□ 


Câu 269 


Câu 270: 


x + 3 = 2 a/ (3y — x)(y + 1) 

___ lx + 5 

\/3y-2 - J = xy-2y-2 


Giải 


Điều kiện '■ y > ị,x > —5, 3 y > X 


(l)‘&4(y + ĩ)=3y-x + y + ĩ + 2y/(3y-x) {y + 1) 


^ (2^TĨ) 2 = (v%^ + VỹTĩ) 2 4» 

Thay xuống (2) ta được 


Vz / + 1 = v% - g 

3 Vỉ/ + 1 = -y/3y-x 


(L) «^ = 2 !'- 1 


V3ỉ/ - 2 - Vỉ/ + 2 = 2y 2 -3y -2 


** + V^T2 (2?/ + 2) 

Ta có 

2 . V3 „ , , 7 

- — —— < 227 2y + 1 > 1 

a/3i/ — 2 + Vỉ/ T 2 V2 3 

Tức là VP > VT , vậy từ đó suy ra y = 2 =>- T = 1 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (1; 2)D 
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2.10 Câu 271 đến câu 300 


Câu 271 


6a/x 3 — 6x + 5 = ( X + 2 — - ] ( X 2 + — 
\ X J \ X 

/x + \/ĨÕ — X = y 2 


Giải 

Điều kiện :0<x<10,x 3 — 6x + 5>0 
Phương trình đầu tương đương 

6x 2 .\/x 3 — 6x + 5 = (x 2 + 2x — 6)(x 3 + 4) 

Để ý X 3 — 6x + 5 = (x — l)(x 2 + X — 5) và X 2 + 2x — 6 = (x — 1) + (x 2 + X — 5). Dựa vào điều 
kiện thì hiển nhiên X — lvàx 2 + x — 5 cùng dấu. Kết hợp thêm phương trình (1) 2 đối tượng 
trên phải > 0. Mà như trên ta tách được về tổng-tích. Có vẻ sẽ dùng AM — GM. Nhận thấy 
X = 2 là nghiệm, ta dựa vào đó để tách cho phù hợp. Ta có 

( 3 3 \ 

Y + Y + 4J 

> 2. \ị (x — l)(x 2 + X — 5).3x 2 = 6 x 2 Vx 3 — 6x + 5 
Đằng thức xảy ra khi X = 2 y = ±-\/3\/2 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (2; \J 3\/2), (2; —v / T\/2)n 


Câu 272 


x 3 y + xy = 5 + X 
x 2 (x 4 í/ 2 — ỉ/ 2 + 2y) = 5 + X 2 


Giải 


Đặt x 3 y = a, X — xy = b . Hệ tương đương 

{ x 3 y — (x — xy) = 5 J a — 6 = 5 

x 6 y 2 — (x — xy) 2 = 5 Ị a 2 — ò 2 = 5 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) = (1; 3)D 





x 3 y — 3 
X — xy — —2 




X = 1 

y = 3 



[(^s.gỊ. 

Câu 273 < 

/4x — 3x 2 y — 9xy 2 


V x + 3y 

Giải 

Hình thức bài hệ khá cồng kềnh, điều kiện lại rắc rối nên tạm thời ta bỏ qua bước này. 

Với 3 y > X. Hệ đã cho tương đương 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


(x 4 — 2x 2 + 4)(x 2 + 2) = 6 x 5 y 

,n , 4x 0 +> 

(3 y - xỴ+ = - ~ - 3 xy 

3 y 2 

Đặt — = a, Vr = b ta thu được hệ mới 

X X 2 


X 6 + 8 = 6 X 5 y (3) 
X 3 + 27 y 3 — 4x 


.8 6 y 

1 + 4 = — 


1 + 


x u X 
■ 3 4 


27 y 3 


x u 




1 + a 3 = 2b 
1 + b 3 = 2a 


,3 y 2 
-vt> a = ò ^ y — — 


X x z 


3x 


Thay vào (3) ta được 


X 6 — 4x 4 + 8 = 0 


X 2 = 2 


X 


= 1 + ^5 




X 


X 


X 


X 


y/2 

= V2 =>y = 2-7 

"<5 ” , = _vl 
= W2 => y - — 3 

= \/l + a/5 =>- y — 


3\/l + a/5 


= —\/l + a/5 => y = 


Sx/TTVH 


Chú ý các điều kiện ban đầu để loại nghiệm. 

TH3 loại vì 3 y < X 
TH2 loại vì không thỏa căn 
Chỉ có TH4 thỏa. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 1 — \/l + a/5; 


3V / ĨTỹI / 


□ 


Câu 274 

1 



(x — y + 2) 2 + (x 2 + 4x + 3)(y 2 — 1) = 81 

Vx + Vy- 2 - v / ( a; + !)( 2 / — 1) 


Giải 


Điều kiện : X > 0, y > 2 
Phương trình (2) tương đương 

X + y — 2 + 2 \J x{y — 2) = xy — X + y — 1 

<í=t (xy — 2x) — 2y/xy — 2x + 1 = 0 

(\Jxy — 2x — l) 2 = 0 XI/ — 2x = l<=t>y=- + 2 

X 

Thay lên (1) ta được 

^x — + (x 2 + 4x + 3) ^ + 2^ — 1^ = 81 +> 4(x + l) 4 = 81x 2 
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4» 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — 


X = 7 =>■ y = 4 
2 5 

X = 2 =► y = ^ 

-13±3VĨ7 


(L) 


Câu 275 


9x + ^ + 2 \ y+ 2 ^- = 4 
£ V ỉ/ 

s-õ 


Giải 

Mấu chốt ở đây có lẽ là tìm cách biến đổi khéo léo phương trình (2) bởi (1) cho như kia có lẽ 
chỉ gợi ý cho chúng ta hướng đặt ẩn phụ. 

Phương trình (2) tương đương 

(2x — y 2 )(y — 9x 2 ) — 18 x 2 y 2 <í=> 9 x 2 y 2 + 18x 3 + y 3 = 2 xy 

9 x 2 y 2 + 18x 3 + y 3 n ầ 18x 2 . y 2 . n 

y y ° “ n — 1 + — + 2 = 4 


— y jyy — ) — ÌOX y y ~T ±ox f y 

9 x 2 y 2 + 18x 3 + y 3 „ ^ , 18x 2 , y 2 

4» y -— = 2 4» 9xr/ + —— + — h 

xy y X 

yx9x ( y+ ĩE) + 1 ( v + 2 jí) ( 9x + i) (y 
V y J X \ y J V X/ V 

Như vậy đặt i 9x + — = a, 1 y H—— = b ta có hệ 

V x V ỉ/ 


, 2x\ , 

+ 77 = 4 
ỉ/ ) 


y 


a + 26 = 4 , _ I ~ r r “* I 9x 2 + y — 4x 


ab = 2 


4» 


9x + — = 4 

^a = 2,i = l^{ 2 ỉ 

Ỉ/ + — = 1 

y 


<+> 


y 2 + 2x = y 


y — Ax — 9x 2 

(4x — 9x 2 ) 2 + 2x = 4x — 9x 2 


4» 


X = 0 (L) 

1 1 

9 y 3 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — Ị - Ị □ 

9 3 


Câu 276 


ỉ 


X 5 y 


X 2 — y X + y 2 

~ , X 2 -5y 2 

5x + y H-— = 5 

xy 


Giải 

Thoạt nhìn có vẻ đơn giản nhưng đây là một bài tương đối. cần chú ý thật tốt trong biến đổi 
đẳng thức để đạt được mục đích. 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Điều kiện : X, y Ỷ 0, X Ỷ —ý 1 1 y Ỷ X 2 
Phương trình (2) tương đương 


X . _ oy 
2 / + - + 5x — — = 5 <í=> 
y 


5y X + y 2 X 2 — y 


+ 5,- 


= 5 


X 


X 


X 


' — y X T y 2 

Đến đây đặt —-— = a, ——- = 6 ta có hệ mới 


X 


y 


- + f = 4 1 5 ị 2(x 2 — y) — X 

a b c>a = ^,ỉ)=^c>< . 

b T 5ữ = 5 ^ ^ 


2(x + I/ 2 ) = 5 y 


x = ~-ị,y = 3 

1 

£ = I,y = õ 


x = 2’ y= 2 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : 0; 2 /) = ( “ 2 ’ 3 ) ’ ( 1; 2 ) ’ ( 2 ’ 2 ) D 


Câu 277 


(x + y + 1) (x — y + l) 2 
X 2 + 2x = y 2 


Giải 


Điều kiện : y Ỷ ±(r + 1) 

Từ phương trình (2) ta có 

(x + l) 2 — y 2 = 1 <=> (x — y + l)(x + y + 1) = 1 


Đặt 


X + y + 1 


= a, 


X 


Ỉ/ + 1 


a 3 + ò 3 = 2 


= b ta có hệ mới 





ab — 1 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; 2 /) = (0; 0)D 


X + y + 1 = 1 
X — y + 1 = 1 




X = 0 

y = 0 


Câu 278 


2x — y — xy 2 — 2x7/(1 — x) 
(x 2 + 22/ 2 ) fl + -M =12 

V x yJ 


Giải 


Điền kiện : X, y Ỷ 0 
Hệ đã cho tương đương 


( 2 x 2 2 / — xy 2 ) + 2x — y = 2 x 2 / 


(x 2 + 22 / 2 ) 


x 2 y 2 


+ — + 1 Ị = 12 

xy 


2x(xy + 1) — y(xy + 1) = 2xy 

«=> < 1 2x 2 / 1 ,22/ 2 

— + X 2 + 2 — + 2/ 2 = 12 


r 


ỉ/ 


X“ 


X 
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'xy + 1 

V y . 


xy + 1 


X 


= 2 


y 


x + - ) +2[y + - ) =12 


X 




Đặt —h X = a, —f- y — b ta có hệ mới 

y X 


2 [ - + x ) ~ [ - + y ) = 2 


X 




X + - ] +2[y+ - ) =12 


2a — b = 2 
2 + 2Ò 2 = 12 




a = 2, b = 2 

2 , 22 4 » 

a = — 6 = — — 

9’ 9 


- + X = 2 
? 

- + y = 2 


-+ x =~ã 
y 9 

1 , 22 
„+y =—o 

X 9 


THI : Dễ dàng giải ra X = y — 1 
TH2 : Hệ đã cho tương đương 


xy + l = -~y 
22 

xy + 1 = —~x~x 
9 


y = llx 

1 


22 


3 + llx = -^ (WV) 
X 9 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = (1; !)□ 


Câu 279 

( 



X 5 + 10x 4 + 42x 3 — 12x — 56 = y 5 — 2 y 3 
23x 2 + 29x + 26 = y 3 


Giải 

Trước hết nhìn vào phương trình (1) thấy số mũ khá cao. Có lẽ nó gần là một hằng đẳng thức 
nào đó. Ta sẽ phải thêm một lượng phù hợp từ (2) vào. Tiếp tục để ý vế trái phương trình (1) 
có X 5 + 10x 4 . Có vẻ sẽ là (x + 2) 5 . Vế phải có y 5 vậy ta thử cho y = X + 2 thay vào hệ xem. Ta 
sẽ có 

ị —4x 3 + 68x 2 + 68x + 72 = 0 
|x 3 - 17x 2 - 17x - 18 = 0 

Vậy ta lấy PT(1) + 4.PT(2) vế với vế và ta thu được 

(x + 2) 5 + 2(x + 2) 3 = y 5 + 2 y 3 <=ỷ y = X + 2 


Thay vào (2) ta được 


X 3 — 17x 2 — 17x — 18 = 0y»x = 18=^2/ = 20 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (18; 20)D 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 280 

ị 49152T 8 + 1639% 8 = 1 


\ 3x + y = 1 


Giải 


Thế y — 1 — 3x lên (1) ta thu được 

3x 8 + 3(1 - 3x) 8 = Ặ 

Một phương trình bậc khá cao. Loại này có lẽ chỉ đánh giá mới diệt được. Nhìn hình thức có 
lẽ sẽ dùng Cauchy — Schwarz để đánh giá. 

Ta có 

VT — ^(1 + 1 + 1 + l)(x 8 + X 8 + X 8 + (1 — 3t) 8 ) > ^ (x 4 + X A + X 4 + (1 — 3x) 4 ) 2 
= ^(! + 1 + 1 + !) 2 (^ 4 + + (! - 3x) 4 ) 2 >...>Ặ 

Đẳng thức xảy ra khi X — - => y — -. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — □ 


Câu 281 


(x - 1 ) 2 .ựỹ + x{y- 1) = 0 

+ I) {xy + ^ = 4y 


Giải 

Điều kiện : X Ỷ 0; y > 0 

Xét phương trình (2) giả sử có nghiệm thì hiển nhiên X > 0. Ta có 


u + ì) > 2,/If.2,/f = % 

V X/ \ X ) \ X \ X 


Dấu bằng xảy ra khi 


_ y 

X = — 
X 


1 -vv- X = y = 1 


xy = 


X 


Thay vào (1) thấy thỏa man. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; !)□ 


Câu 282 


[y/x 2 + y + y/x 2 + 3^ X = y — 3 
\J X 2 + y + ựx = X + 3 


Giải 


Điều kiện : X > 0, X 2 + y > 0 
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Phương trình (1) tương đương với 

(y- 3)x 

, — = y — 3 

y/x 2 + y — V'JC 2 + 3 

THI : y = 3 thay vào (2) ta được 

X 2 + 3 + A fx = X + 3 

Tiến hành bình phương 2 lần ta thu được phương trình sau : 

Ax 3 - 25x 2 - 48x - 36 = 0 

Phương trình bậc 3 này có nghiệm duy nhất lẻ. Phương pháp tôi đã nêu ở câu 215. Coi như 
một bài tập cho bạn đọc. 

Nghiệm : X = ^ (25 + {/45001 - 1080V/25Ĩ + {/45001 + 1080^251) □ 

TH2 : \J X 2 + y — \/ X 2 + 3 = X thay xuống (2) ta được 

\J X 2 T 3 + y/x = 3ox = l=>y = 8 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : 

0 ; y) = ( 1 ; 8 ), ^ (25 + {/45001 - lOSOv 7 ^! + {/45ÕÕĨTĨÕ8Õ7251) ; 3 ^Ị □ 


Câu 283 

1 



X 


+ 2 xựỹ = y 2 .ựỹ 


(4x 3 + y 3 + 3x 2 .ựx)(15ựx + y) = 3 y/x{yy/ỹ + Xy/ỹ + Ax^/xY 


Giải 

Tác giả bài toán là Hoanghaill95, một Smod trên diễn đàn k2pi. Những bài hệ của anh thường 
là cực mạnh, ý tưởng đầy tính đánh đố và thách thức. 

Điều kiện : X, y > 0 

Đặt y/x — a, y/ỹ — b hệ viết lại thành 

ị a 4 + 2 a 3 b — b 5 

Ị (4a 6 + b e + 3a 5 )(lõa + b 2 ) — 3 a (ò 4 + a 2 b + 4a 3 ) 2 
Ta có : a = b = 0 là một nghiệm của hệ. 

Giờ xét a, b > 0. Đặt b = ka. Phương trình (1) khi đó trở thành 

1 + 2 k — ak 5 a = — - 7 ^— (*) 

K 


Phương trình (2) trở thành 

(4a 6 + a 6 k e + 3a 5 ) (l5a 2 + k 2 a 2 ) = 3a (fc 3 a 3 + a 3 k + 4a 3 ) 2 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Thế a từ (*) vào ta được 

( 4 + fc6+ T?y ( 8 +i ấ^H 3+ỉ:+4 > 2 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy — Schwarz cho vế trái ta được 


= (V(2 2 + l 2 )(4 + k e ) + kỴ > (4 + k 3 + k) 2 = VP 

Đẳng thức xảy ra khi k=l<^a = b = 3^x = y = 9. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = (0; 0), (9; 9)D 


VT > ^5(4 + Ẫ; 6 ) + 


3 k 5 1 + 2 k 


1 + 2 k' 3 k 3 


Câu 284 


9\ (X 2 + —ì = 3 + 40x 

< y 2 V 2 x + y) 

X 2 + 5xy + 6y = 4 y 2 + 9x + 9 

k x,y> 0 


Giải 


Tiếp tục là một câu cực mạnh và hại não của Hoanghaill95. 
Phương trình (1) tương đương 




1 

2 X + y 


6 + 80t 
9 


Ta có 


VT= l 2 + 9 2 ) x 2 + 


2 x + y 
6 + 80x 


> 


9x + 


a/2x + y 


> 9x + 


> 9x + 


^/9(2x + y) ' 2x + y+ 9 


6 


9 2x + y + 9 
Lấy (*) cộng với PT(2) ta thu được 


+>• 3x — 2x 2 — xy + 6 y > 0 (*) 


—x 2 + 4aư/ — 4 y 2 + 12y — 6 t — 9 = 0>0y» —(x — 2y + 3) 2 > 0 +> X + 3 = 2y 


Để các dấu bằng trên xảy ra thì x — y — 3 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (3; 3)D 
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Câu 285 


X + 


+ y 2 = 0 


\/l + X 2 + X 

2 

^ + 2 Va; 2 + 1 + y 2 = 3 


y 


Giải 


Điều kiện : y Ỷ 0 
Hệ đã cho tương đương 


X + y (\/ĩ + X 2 — x) + y 2 = 0 
(^- + y^j + 2 (v^ + 1 - x) =3 


\{j + y) + (vTTõ? - x) = 0 

u^ + y) + 2 (\Cc 2 + 1 - x) = 3 


Đặt — + y — a, Vĩ + X 2 — X = b > 0. Hệ đã cho tương đương 

y 


a + b = 0 \a = — 1,6 = 1 

a 2 + 2Ò = 3 ^Ịa = 3,ò=-3 (L) 





-1 

= X + 1 




X = 0 

y = -l 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x]y) — (0; — !)□ 



Giải 


Một kinh nghiệm nhỏ ; khi nhìn thấy một căn thức với biểu thức khá dài như kia, thường thì 
tác giả cố ý để vậy nhằm khiến chúng ta sử dụng phép thế từ phương trình còn lại. 

Từ phương trình (2) ta có 

3x 2 — xy + 2 ỳ 2 = 1 + (x — y) 2 

Thay lên (1) ta được 


(x — y) 2 ị^v ( x — y) 2 + 3 + 1 j = 3 t (yt + 3 + 1 j = 3 t — (x — y) 2 > 0 


^í = l^ 


(x -y) 2 = 1 
2 x 2 + y 2 + xy = 1 


Đây là một hệ 
Vậy hệ đã cho 


đẳng cấp bậc 2 khá đơn giản, việc giải nó xin nhường lại bạn đọc. 
có nghiệm ; (x; y) = ^ , (Ậ-, , (0; -1), (0; !)□ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 287 


Ị x(y 2 + 1) = 3 
1 X 2 + y 2 5 

1 y(x 2 - 1) = 4 
[ X 2 + y 2 5 


Giải 

Điều kiện : X 2 + y 2 7^ 0 

Một bài toán khá hay và đặc sắc về mặt ý tưởng. 

Hệ đã cho tương đương 

x 2 y 2 + X 2 3x 
' = ~5~ 
% 
5 


Lấy (3)-(4) ta có 


X 2 + y 2 
y 2 x 2 — ý 2 

X 2 + y 2 

„2 „,2 


( 3 ) 

( 4 ) 


3t 4í/ X 2 + í/ 2 

“T - K = ~2 r .2 = 1 ^ 3t - ịy = 5 

5 5 x z + y 


5 T 4 y 

Đến đây rút X = ——— thay vào (1) ta có 


.Ì±LV + l) = 3^ 5 + 4a 


+ iỳ ‘« 


y = — 1 =>- X = 4 

y 3 

y = 1 =>■ X = 3 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — ( 4; — 1 1 ĩ (3; !)□ 


Câu 288 


2x 2 + 3 = (4t 2 — 2yx 2 )y/3 — 2 y + 

/y- /Q _ \j2x 2 + x 3 + x + 2 


Giải 

ll 3 

Điều kiện : X V 0, X V — 4 — L < y < L 

Chia 2 vế của (1) cho X 2 ta được 

-ả-ă + í + 2= 4 - 2y 

x ứ x z X 

+ (l - ^ = (3 - 2y)ự3^ĩy + v/3^% 

1 

-v=> 1 — — = \/3 — 2 y 

X 


Thay vào (2) ta có 



\j2x 2 + X 3 + X + 2 
2x + 1 
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44 (2x + l)\/l + — = (x + 2) + -Ụ2x 2 + a; 3 

V X 

^( 2 + l)fỊĨ = (l + 1 ) + ^Ịfr 1 

X / V X \x / » ĩ 


4» \Ịi + - = \7 - +144 v/íTĩ = \/2tTĩ 

X \ X 


0 Ạt>-^ 

44 < ^ 2 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = I TdT--; ^ I □ 


— = t 


„ , 1 + a/5 >/5-1 

44 t = ——44 X = —— =4 y — 

(í + 1) 3 = (2Í+1) 2 2 2 


3 + V^ 


Câu 289 


^ , 1 _ % 

X H— = — 

ỉ/ ỹ 

X 3 ?/ 3 — 4x 2 ỉ/ 2 + 2 xy + 5y 3 — 1 


Giải 


Điều kiện : X, y Ỷ 0 
Hệ đã cho tương đương 

{ x 2 y + X — 6 y 2 
(xy — l) 3 = —5 y 3 + x 2 y 2 + xy 

Ta có : —5 y 3 + x 2 y 2 + xy — —5 y 3 + (6 y 2 — x)y + xy = y 3 
Vậy (2) tương đương 

1 

xy-l = y &y = -—- 

X — 1 

Thay lên (1) ta có 

6 

X + X — 1 — —— : —— 44x = 2=4?/ = l 
x(x — 1) 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : {x\ y) — (2; !)□ 


Câu 290 


X + y 1 — 2 y 

1 + xy 2 — V 
X — y 1 — ÓX 

1 — xy 3 — X 


Giải 


Thoạt nhìn thì hình thức của bài hệ chả có gì to tát cả. Tuy nhiên, đây là một hệ cực 
mạnh, một siêu hệ đích thực. Tác giả của nó hẳn đã sáng tác dựa vào các phép toán của hàm 
Hypebolic. Tôi sẽ giới thiệu cho bạn đọc 2 cách của bài này. Một cách học được còn một cách 
là làm được. 

Điều kiện : xy Ỷ ±1, X Ỷ 3, y Ỷ 2 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Cách 1 : 

u — 1 V — 1 

Đặt X — ,y — Hệ đã cho tương đương 

u + 1 V + 1 


u — V 2 — u 


u + V 2 + u 
uv — 1 3 — V 


uv + 1 3 + V 


Ap dụng tính chất tỉ lệ thức cho phương trình (1) ta có 

u — V 2 — u 2 — V 2 + V — 2u 
u + V 2 + u 2u + V + 2 2 — V 

=> (2 — v) 2 + (2 + v) 2 — 4u 2 Vj 2 = 2v (*) 

Tương tự áp dụng cho (2) ta có 

uv — 1 3 — V 3 u — uv 3u — 1 3u + 1 — 2 uv 

uv + 1 3 + V 3 u + uv 3u + 1 + 2 uv 3u — 1 

=>■ (3 u — l) 2 = (3 u + l) 2 — 4 U 2 V 2 -vv- 3 u — U 2 V 2 (*=t=) 


Từ (*) và (**) 


ta có hệ mới 


u 2 = 


Ù 2 V 2 


2v 

— 3 u 


=> u e = 12 u <=? u = \/Ĩ2, V — 



ỰỸ2-1 

=> X = 77= - , 

ỰỸ2 + 1 


y = 



- 1 


+ 1 


Cách 2: 

Phương trình (1) tương đương 


X + y . 1 — 2y _ 

-—;-h 1 = —-h 1 

1 + xy 2 -y 

X + y 1 — 2 y ^ 

1 + xy 2 — y 


(s + l)(2/ + l) —3 (y — 1) 

1 + xy 2 — y 

- (x - 1 ) (y - 1 ) = - (y + 1 ) 

1 + xy 2 — y 


{ (x + 1) (y + 1) _ 1 + xy 

(T- 3 l ( f(ã-l) ~ Ĩĩĩu «-3(*-l)to-l) a = (* + l)to + l) a (*) 
y+1 2-y 

Tương tự với phương trình (2) ta cũng có 

ị x-y |1 _ l-3x |1 ị - (x + 1) (y - 1) _ -4 (x - 1) 

1 1 — xy 3 — X 1— xu 3 — X 

1 1 -y I = 1 ~ 3x 1 1 (^-1) (£+1) = —2 (x +1) 

V 1 tcy 3- X l 1 - xy 3 - X 

o -2(x - l) 2 (y + 1) = (x + l) 2 (y - 1) (**) 
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Từ (*) và (**) ta đặt a — b — — 

v ’ y ' X + 1 y-l 


và ta lập một hệ mới 



X — 1 
X + 1 

y +1 
2 / - 1 



/ 


y = 


4» 




ỳũ - 1 
Ẫ/Ĩ2 + 1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = 


4Ĩ2-1 ịỹry 

4Ĩ2 + 1’ /9 

vi +1 / 


Câu 291 


x 2 (?/ 2 + 1) + 2y(x 2 + X + 1) = 3 
(x 2 + x)(y 2 + y) — 1 


Giải 


Phương trình (2) không tự nhiên khi vế trái không đẩy nhân tử chung ra ngoài. Có lẽ nến để 
như vậy có khả năng sẽ lộ ý tưởng đặt ẩn phụ. Ta đã mường tượng ra một phần ý tưởng, giờ 
chỉ cần biến đổi nữa thôi. 

Hệ đã cho tương đương 


(xy + x) 2 + 2 (xy + y) = 3 
xy(x + !)(?/ + 1) = 1 


4» 


(xy + x) 2 + 2 (xy + y) = 3 
(xy + y)(xy + x) = 1 


44 


44 


a — 1, b — 1 

1 44 

a = -2,6= 


xy + X = 1 

®ỉ/ + y = 1 

xy + X = — 2 

1 

xy + y = - - 


44 


x = y = 


x = y = 


a 2 + 26 = 3 
ab = 1 

—1 — a/5 

- 2 

>/5-1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 


-1 - Vo. -1 -\Á r )\ /x/õ - 1 n/õ - r 


□ 


Câu 292 


2ĩ/ 3 + (x + y + 7)$h/ + 7 + X 2 + 7x = 0 

- -jị===- — + 3(x + 7) = y (\/x + 7 - 2y) 

V X + l 


Giải 

Hình thức của bài hệ khá cồng kềnh. Nên đặt ẩn để giảm bớt cồng kềnh. 
Điều kiện : X —7 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Đặt \ịx + 7 = a,y = b. Hệ đã cho tương đương 

Ị 2 a 5 + a 6 - 7a 3 + 2a 2 ò + 2Ò 3 = 0 

l^a 6 — 7a 3 + 3 a 4 — 2ab 2 — a 2 b — 0 (*) 

Hệ này bậc khá cao. Tuy nhiên một cách hơi bản năng đó là ta trừ 2 phương trình cho nhau, 
lý do khá hài hước và hiển nhiên đó là làm mất 7 a 3 đi. Trừ 2 phương trình cho nhau ta được 

a 6 — 2a 5 + 3a 4 + 2 ab 2 — 3 a 2 b — 2 b 3 = 0 -v=t 2(a 6 — ò 3 ) — 2a(a 4 — b 2 ) + 3a 2 (a 2 — b) — 0 
•vt> (a 2 — b) (2(a 4 + a 2 b + b 2 ) — 2a(a 2 + b) + 3a 2 ) = 0 

(a 2 — b) ((a 4 — 2a 3 + a 2 ) + (a 4 + 2a 2 b + ò 2 ) + (a 2 — 2ab + b 2 ) + a 2 ) = 0 

-vt> (a 2 — 6) ((a 2 — a) 2 + (a 2 + b) 2 + (a — ò) 2 + a 2 ) = 0 -vt> b = a 2 
Thay lên (*) ta thu được 

3a 6 - 7a 3 + 3a 4 - 2a 5 - a 4 = 0 4» 3a 3 + 2a 2 + 2a - 7 = 0 
<tt>a = l=^ò = l<tt>T = —6, y — l 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (—6; !)□ 



Giải 


Bạn đọc có nhận xét thấy rằng những hạng tử trong căn có vẻ rất khiêu khích người làm không 
? Chúng khác nhau nhưng đều tuân theo 1 quy luật. Có vẻ như là X — y + 2. Vậy có khả năng 
sẽ rút được bằng cách liên hợp hoặc đánh giá một phương trình nào đó. Nếu liên hợp thì chắc 
chắn phải xuất phát từ (1). Ta chuyển 28 sang rồi liên hợp 2 căn xem được gì không? Có vẻ 
không ra. Vậy phải dùng đánh giá để diệt, tất nhiên bài này đánh giá khá khó. 

Phương trình (1) 


X 2 + 
^ X 2 + 
<=> X 2 + 

X 2 + 


y 2 — 2 xy + 4x + 12 y + 4 = 32 + 8 y/y(x — 2) + 8a/ (y — 2){x — 4) 

(y + 2) 2 = 2 xy — 2x — ấy + 16 + 4:^/y(x — 2) + 4 y/(y — 2){x — 4) 
(y + 2) 2 = 2 [(y -2)(x-A) + A^/(y — 2){x — 4) + 8 + Vy(a; - 2) 
(y + 2) 2 = 2 (v^- 2)(x - 4) + 2) 2 + 4y/y(x - 2) + 4 


Ta thực hiện các đánh giá sau 

x 2 + (y + 2) 2 > 2x(y + 2) = 2[x - 2 + 2](y + 2) 


> 2 

> 2 


Ụy{x - 2) + 2 ) :2 = 2 ịỹy - 2 + 2) (x - 4 + 2) + 4y/y(x - 2) + 4 
(y (ỉ/ - 2)(x - 4) + 2 Ỵ + 4y^ - 2) + 4 


= VP 
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Đẳng thức xảy ra khi 

/ 

X — y + 2 
x-2 _ 2 

< y - 2 ^X = y + 2 
x-4 _ 2 

,ỹ^2 “ 2 

Thay xuống (2) và ta thu được 


Iĩ/-2| + 2|ỉ/-3| =4^ 


y = 4 =>■ X = 6 

4 10 

y = - =>• X = — 
3 3 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; 7/) = (6; 4), 



□ 


Câu 294 


(x — 2) y 1 + — = 2 x — y 
y 2 Jl + Ỵ- — 2x 2 + y 2 — 4x 


Giải 


3 X 

Điều kiện : y 7 ^ 0, —- + 1 > 0 

y 

Hệ đã cho tương đương 


,íí y/ V V V 

H 1 3i ^ í x \ 2 . 

! + — =2 - + 1 - — 

y \yj y 


% Ị 

Đặt — = a, - = b. Hệ đã cho trở thành 

y y 


Ị (a — 2ò)a/1 + 3a = 2a — 1 r ——— 

< v „ =+ \/l + 3a( 

Ị \/l + 3a = 2a 2 — 4aò + 1 


a — 2b + 1) = 2a(a — 26 + 1) 


THI : 2 a — ựĩ + 3a -^a—l^x — y. Thay vào (1) ta có 

2(x — 2)=x^x = y = 4 

X 2 

TH2 :a + l = 2ò-+>- + l = -<í+:r + 7/ = 2. Thay lên (1) ta có 

y y 


-y\l 1 + 3<y2 y — =2(2-y)-y^y = 2^x = 0 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (4; 4), (2; 0)D 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 295 


y 6 + y 3 + 2x 2 — \Jxy — x 2 y 2 

8 xy 3 + 2 y 2 + 2 = + 3t 2 + X + 2-y/l + (2 t — ỳ) 2 


Giải 

Điều kiện : 0 < xy < 1 
Ta có các đánh giá sau 

y 6 + y 3 + 2x 2 = y/xy(\-xy) < xy + l ^~ xy = 1 
2 y 6 + 2y 3 + 4x 2 < 1 4» 1 > 2 y 6 + 2y 3 + 4x 2 (*) 

8 xy 3 + 2y 3 + 2 — + 3x 2 + X + 2 (**) 

Cộng (*) với (**) vế với vế ta được 

3 

8 xy 3 + 2 y 3 + 2 — ^y 6 + 2í/ 3 + 4x 2 + 4x 4 + 3x 2 + X + 2 
44 2y 6 — 8 xy 3 + 4x A + 7x 2 + £ + ^ < 0 
44 2(r/ 6 — 4xy 3 
44 2(2/ 3 - 2x) 2 

V? 

l y = -1 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (t; 


+ 4x 2 ) + ^4 t 4 — 2x 2 + -Ị J + Ịje 2 + x + ị j < 0 

+ ( 2 x 2 “ỉ) + { x + ì) 

(TM) 



Trước khi đến câu tiếp theo ta cùng xem xét bài toán sau : 

Xét số phức 

z = a + bi = (x + yi ) 3 = X 3 + 3 x 2 yi + 3 xy 2 i 2 + y 3 i 2 = {x 3 — 3 xy 2 ) + (3 x 2 y — y 3 )i 


Cân bằng phần thực và ảo ta được hệ sau 

{ X 3 — 3 xy 2 — a 
3 x 2 y — y 3 = b 

Chọn a, b và ta được những hệ đẳng Cấp bậc 3 vô cùng đánh đố. Tôi sẽ nêu một vài ví dụ cho 
bạn đọc. 
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Câu 296 


ỉ 


X 3 — 3 xy 2 — 5 

q , 3 _ 

3 X y — y — 


Giải 

Rõ ràng là một hệ đẳng cấp bậc 3 tuy nhiên nghiệm thuộc loại siêu xấu, đơn giản vì nó chế từ 
bài toán kia ra. Ta sẽ suy ngược lại để giải nó. 

Nhân phương trình (2) với i ta được 


, „ 5a/3 . 

3 X yi — 2 y i — ——i 


Biến đổi một chút đồng thời cộng với phương trình (1) ta được 

X 3 + 3 xy 2 i 2 + 3 x 2 yi + y 3 i 3 = ^ ^ 


(1 y/3\ ( 7r 7T\ 

•*=> z = 5 - + =5 cos — + ì sin — 

1 2 2 1 V 3 3/ 


Theo công thức Moivre ta thu được các nghiệm sau 


z 


= ^(c 


cos — + ỉ sin — 

9 9_ , 

3/F ( 7tt 7ĩĩ\ 

z — V 5 1 cos — + i sin —- 1 
V 9 9 J 

3 /- / 137T . . 137T 

z — V 5 cos ——Ị- i sin 


9 


9 


(z = X + yi) 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : 

(x;y) = ^ cos Ẹ; v^sin^ , ^v^õcos v^õsin , ^\/5 


cos 


137T 3 /- 137r' 

; V5 sin — I □ 


9 


9 


Câu 297 


X 3 — 3 xy 2 — 1 
3 x 2 y — y 3 = 1 


Giải 


Làm tương tự ta sẽ được 


(x + yi ) 3 = 


1 + i = \pĩ (cos — + ỉ sin — ) 
V 4 4/ 


Từ đó ta tìm được nghiệm : 

{x;y) = (v^cos^; v^sin , (^/2 cos v^sin y) , ^2cos^; ^ sin “i 2 “) D 


Một ví dụ nữa là bài tập cho bạn đọc 
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Câu 298 


X 3 — 3 xy 2 — —1 
3 x 2 y — y 3 — —y/ĩ> 


Nếu bài toán gốc phía trên ta nâng thành bậc 4,5 thì ta sẽ được những hệ đẳng cấp bậc 4,5 
khá đánh đố. Một lời khuyên nhỏ cho các bạn : khi gặp những hệ đẳng cốp nghiệm quá lẻ, hãy 
nhớ đến bài toán trên, rất có thể ý tưởng của nó là thế. 


Câu 299 


4(x + y)(x + 1 )(y + 1) = 5 xy + (x + y + l) 3 
\ỉ (2 - x)(x - 1) = \J (3 -//)(// - 1) 


Giải 

Một bài toán hấp dẫn. Hãy cùng tôi phân tích nó. 

Trước hết nhận thấy sự bất ổn trong phương trình (2). Tại sao lại là \J (2 — x)(x — 1) = 
y /(3 — y)(y — 1) chứ không phải là (2 — x)(x — 1) = (3 — y) (y — 1). Phải chăng tác giả cố ý để 
như vậy hòng tạo điều kiện của ẩn để đánh giá một cái gì đó ? 

Tiếp theo chúng ta để ý phương trình (1). Nếu tinh ý ta sẽ nhận ra sự thuần nhất của 3 biến 
X, y, 1. Đặc biệt nghiệm của hệ lại là X = y = 1. Phải chăng là 3 biến bằng nhau ? Có vẻ mùi 
bất đẳng thức đã thoang thoảng đâu đây. Để đưa về 3 biến ta không ngại đặt thêm ẩn. 

Điều kiện : 1 < X <2,1 < y < 2> 

Đặt £ = 1 thì X > z, y > z 
Phương trình (1) tương đương 

(x + y + z) 3 + 5 xyz — 4(x + y)(x + z)(y + z) 

X 3 + y 3 + z 3 + 5xyz — (x + y)(y + z)(x + z) 

X 3 + y 3 + z 3 + 5 xyz — xy(x + ỳ) + yz(y + z) + xz(x + z) + 2 xyz 

•v^> X 3 + y 3 + z 3 + 3 xyz = xy(x + y) + yz(y + z) + xz(x + z) 

Đến đây những ai yêu mến bất đẳng thức không thể không nhận ra đây là một dạng của bất 

đẳng thức Schur. Ta có VT >VP. Đẳng thức xảy ra khi 3 biến bằng nhau hoặc 2 biến bằng 
nhau, biến còn lại bằng 0. Tất nhiên trường hợp (2) không xảy ra do điều kiện. 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; !)□ 


Câu 300 


{ y/x + y/ỹ + V 2x -y= 2 

, , , . . . 125 

(x + y + xy + l)(2x - y + 1) = — 


Giải 

Tiếp tục đến một bài hệ thuộc loại khá dị. 

Để ý một chút thì phương trình (2) sẽ là 
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0 + l)(y + l)(2x - y + 1) = ^ 

Như vậy phương trình (2) xuất hiện bình phương 3 cái căn của phương trình (1). Vậy ta thử 
đặt y/x — a, y/ỹ — b, a/2x — y = c a, bj c > 0. Hệ khi đó sẽ là 

3 

Ja+Ò+C=- 

ị(a 2 + l)(6 2 + l)(c 2 + l) = ^ 


Để ý những đặc điểm sau : 

• Ba biến không âm 

• Hệ này lại có nghiệm khi a = b = c = 


1 

2 


Có vẻ như lại là một bài bất đẳng thức nữa rồi. Vậy ra bài hệ này chỉ là hình thức để che giấu 
một bài bất đẳng thức thực sự. 

3 

Ta sẽ chứng minh. Nến a, b, c>0vàa + ò + c = ^ thì 


(a 2 + l)(ò 2 + l)(c 2 + l)>^ 


Cách chứng minh "chân quê" nhất vẫn là dồn biến. 
Đặt vế trái là f(a, b, c). Trước hết ta sẽ chứng minh 


f(a,b,c) > f(a,t,t ) 



b + c 
2 


Ta có 

f(a, 6, c) — f(a, t,t) — (a 2 + 1)(6 — c) 2 [8 — (6 + c) 2 — 4 bcị > 0 (*) 

Vì (6 + c) 2 + 4ÒC < 2(6 + c) 2 < 8 nên (*) là đúng. 

Giờ ta phải chứng minh 


) > 


125 _ , 


a, 

V 




125 

> ^- 7 - 

64 


(a + 2 t — -) 


(a 2 + 1) 


/3 \ 

- — a 


\ 


+ 1 


> 


125 

~ÕÃ 


\\ > / 

4» (a 2 + l)(4a 2 - 12a + 25) 2 > 500 4» (2 a - l) 2 (4a 4 - 20a 3 + 69a 2 - lOOa + 125) > 0 
Bất đẳng thức cuối đúng vì 4a 4 — 20a 3 + 69a 2 — lOOa +125 = (2a 2 — 5a) 2 + 34a 2 — lOOa +125 > 0 
Đẳng thức xảy ra khi a = b = c= ^=>x = y = : ^ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x\ y) — 
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2.11 Câu 301 đến câu 330 



2x 2 + 4 y 2 1 

G“ĩ) (x + ỉ/) - 1 

Câu 301 < 

xy 

1 

\J (x + l) 2 + xy + 3x + 2y + 5 - 2x^/x(y + 3) = yfx + y/y + 3 


Giải 


Hình thức bài hệ quá khủng bố, điều kiện cũng khá nhiều. 

Nhận xét thấy sự thuần nhất từ phương trình thứ nhất. Mặc dù nó phức tạp nhưng chắc chắn 
khai thác tốt ta sẽ rút ra được X — ty nào đó. 

Phương trình (1) tương đương 


2x 2 + xy + ky 2 — 4 ự (2x — 3 y) X (x + y) y 

(ẩy 2 + 4xy) + (2x 2 — 3 xy) = 2a/ (2x 2 — 3 xy) ( 4 xy + 4 y 2 ) 


<í=> 2x 2 — 3 xy — 4 y 2 + 4 xy 


X — 4y 
y — —2x 


(*) 


Thành quả đã có chút ít, thế nhưng thay vào phương trình (2) vẫn khá phức tạp. Hẳn nó phải 
rút gọn được. 

Phương trình (2) tương đương 


«=> \Jx 2 - 2xy/x (y + 3)+ x (y + 3) + 2 (x + y + 3) = ựx + y/y + 3 

y (x - ựx (y + 3) j + 2 (x + y + 3) = ựx + y/y + 3 > \J2 (x + y + 3) 

X + y + 3 + 2y/x (y + 3) > 2 (x + y + 3) (ựx - s/ỹ~+3) 2 <0c- x = y + 3 (**) 


Kết hợp (*) với (**) dễ dàng ra nghiệm y — 1, X — 4 là thỏa. 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; 2 /) = (4; !)□ 


Câu 302 


X + 2y + 2v/4x + y — 1 

2(x + 3) = >/46 — 2í/(3 + 8x + 8?/) 


Giải 

Điều kiện 4x + y > 0, y( 3 + 8 x + 8y) < 23 
Phương trình (2) tương đương 

-v^> 4x 2 + 24x + 36 = 46 — 6 y — 16 y(x + y) 

4x 2 + 16x7/ + 16 y 2 + 24x + Qy = 10 

4(x + 2 y) 2 + 6(4x + y) — 10 
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Đến đây đặt X + 2y = a, \/Ax + y = h > 0. Hệ đã cho tương đương 


4 a 2 + 6Ò 2 = 10 
a + 2b = 1 


<=>• 


a = — 1 
b = 1 




£ + 2y — — 1 
4.X' + y = 1 




3 

y = -\ 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; 2 /) = ( — 4 Ị □ 


Câu 303 


(Vx 2 + 1 — 3x 2 2/ + 2) ^ a/ 4|/ 2 + 1 + 1 j = 8x 2 ?/ 3 
x 2 y — X + 2 = 0 


Giải 


Hệ này gồm một phương trình khá phức tạp và một phương trình lại khá gọn nhẹ. Để ý chút 
\JAy 2 + 1 + 1 liên hợp sẽ có 4 y 2 rút gọn được với bên phải. Phần dưới mẫu ta nhân chéo lên 
đồng thời thử thế con số 2 = X — x 2 y lên (1) xem. Bởi vì nó hiện khá bí ẩn ở phương trình (1). 
Như vậy ta sẽ có phương trình (1) là 

^ Vx 2 + ĩ — 3 x 2 y + X — x 2 y^j Áy 2 — 8 x 2 y 3 ^ \JAy 2 + ĩ — lj 


THI : y = 0 không là nghiệm. 

TH2 : Do X = 0 không là nghiệm nên ta có biến đổi sau 

\/x 2 + 1 + X — Ax 2 y — 2x 2 y ^a/4 y 2 + ĩ — 1 j 

<í=> \/x 2 + 1 + X = 2 x 2 y i^\/Ay 2 + ĩ + lj 

^ ị + ầ + 1 = 2 y + Wv + ĩ ^ y = 7T~ 

X X V X 2x 

Thay trở lại (2) ta được 

^-x + 2 = 0ttx = 4 ' y= s 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 



□ 


Câu 304 


xy 2 .\J 1 — X 2 — y 2 + X 3 

X 2 + y 2 5 

x 2 y.\J\ — X 2 — y 2 — y 4 

X 2 + y 2 5 


Giải 

Điều kiện : 0 < X 2 + y 2 < 1 
Hệ đã cho tương đương 


Nguyễn Minh Tuấn - K62CLC Toán Tin - ĐHSPHN. My facebook : Popeye Nguyễn 









































Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


172 


Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


X ị^y 2 y/l — X 2 — y 2 + l) 3 

X 2 + y 2 5 

y {x 2 y/l- X 2 -y 2 - l) 4 
k X 2 + y 2 5 

Lấy (3) - (4) » ^ f = 1 
Mà ta lại có 


3x 4 y 
~5~ ~~ " 5 " - 


=>- X > 0 

=>y< 0 


Ỉ x 2 y 2 \J\ — X 2 — y 2 + X 2 3x 
x 2 + y 2 5 

x 2 y 2 \J\ — X 2 — y 2 — y 2 4 y 
X 2 + y 2 5 



(. X 2 + y 2 ) < 1 


(3) 

(4) 


Đẳng thức xảy ra khi 


{ X 2 + y 2 = 1 í 3 

v=-ịx -r: s 4 

X > 0,y < 0 [ y ~~5 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — 



□ 


Câu 305 


x + y= ỰÕÃ 

(v/ĩ + v/5) (ựr+% + VT+s) = 2 


Giải 


Nhận xét một chút hệ này. Phương trình (2) là dạng thuần nhất rồi. Phương trình ( 1 ) cho số 
xấu thế kia có lẽ chả làm ăn được gì. ở phương trình (2) biểu thức vế trái khá đối xứng. Mà 
X = y lại thỏa mãn. Vậy có lẽ dùng bất đẳng thức. 

Ta có 

y/x < \ í X ĩ + ĩ/ \ y/ỹ ^1/1 2y \ 

\Jx + 3y ~ 2 \x + y X + 3y) sjx + 3y ~ 2 \2 x + 3y) 

^ yỹ+yỹ < 1 ( 3\ 
y/x + 3y - 2 \x + y 2 ) 


Tương tự ta có 


x + ựỹ < l 


\/3x + y 


y 


3 

+ — 
X + y 2 


Cộng 2 bốt đẳng thức lại thì ta có VT < 2 

. . v^24 

Đăng thức xảy ra khi X — y — —— 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 


ị v^24_ \/2A 


\ 2 


□ 
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Giải 


Điều kiện : — 1 < X < 1, — 1 < y < 1 
Lấy (1) + (2) và (1) — (2) ta có 


1 + X 
1 — X 
1 — X 
1 + X 


+ 


+ 


1 + 2 / 
1 + 2 / 
1 — 2 / 


7 

2 

7 

3 


Đặt 


1 + X 


= a, 


X 


1 + 2 / 


= b 


a, b > 0 ta có 





a = 3, b = 2 

1,1 
a = b = - 
2’ 3 




= 3 


= 2 


1 + X 
1 — X 
1 + 2 / 

1 - 2 / 

1 + X 1 

= 2 
_ 1 

“ 3 


1 — X 
1 + 2 / 




2 / 


1 

X — — 


y = 


X — — - 


y = 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x]y) — ( - 

Zj ố 


-ị--ị ) □ 

3 2 ' 


Câu 307 


(5 — x)(l + x A y A ) = (1 + x 2 y 2 ) 3 
x 2 y 2 + X 2 + X + y 2 = 4 


Giải 

Đây là bài toán tôi sáng tác ra. Thực ra cũng chả khó lắm nếu để ý một chút. 
Phương trình (2) tương đương 

x 2 y 2 + X 2 + y 2 + 1 = 5 — X 5 — X = (x 2 + 1 )( 2/ 2 + 1 ) 

Thay lên (1) ta được 

(1 + X 2 ){1 + y 2 )( 1 + x 4 y 4 ) = (l + x 2 y 2 ) 3 

Đến đây ta sử dụng một bất đẳng thức quen thuộc. 

Với a, b, c > 0 ta luôn có bất đẳng thức 

(1 + a)(l + ò)(l + c) > ^1 + ^abcj 
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Áp dụng vào bài trên ta có 

(1 + x 2 )(l + ý 2 )( 1 + x 4 y 4 ) > (l + ự x 6 y 6 j = (l + x 2 y 2 ) 3 

Đẳng thức xảy ra khi X 2 — y 2 — x 4 y 4 X = ±1, y = ±1. Khi thay lại xuống (2) chỉ có X = 1 
là thỏa. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; 1), (1; —!)□ 


Câu 308 


2 y 3 y 3 9 

X 4 X 3 + 5y 6 10x 2 


22x 2 

~T” 


Giải 


Đây là một bài khá khó chơi bởi hình thức cồng kềnh của nó đã che giấu đi ý tưởng của bài 
toán. Một lần tình cờ xem lại câu VMO 95-96. Tôi vô tình đã phát hiện ra sự tương đồng giữa 
nó và bài này, từ đó đã giải thành công nó. Hiển nhiên bài này ở level cao hơn. 

Điều kiện : X 3 + y 6 > 0, X 7 ^ 0, X 3 + 5 y 6 Ỷ 0 

y 3 

Ta chia phương trình (2) cho và lập một hệ mới sau đây 


X 4 22x 2 

2 H—-7———p — —— ■ - 

X 3 + 5y e 5 \JX 3 T y^ 

2 X 4 9x 2 

X 3 + 5 y 6 10y 3 


Đến đây hẳn cũng có người nhận ra ý tưởng quen thuộc của VMO. Hệ đã cho tương đương 

llx 2 ^ 9x 2 

õ^x 3 + y 6 + 20 y 3 
X 4 llx 2 9x 2 

X 3 + 5y 6 5 ^/x 3 + y 6 20 y 3 

Nhân 2 phương trình vế với vế và ta suy ra 

2x 4 _ 121x 4 81x 4 

X 3 + 5 y 6 - 25 (x 3 + y e ) - 400y 6 


Hiển nhiên rút gọn được X 4 Ỷ 0- Còn lại một phương trình thuần nhất giữa 2 biến X 3 và y ẽ . 
Như vậy ta nên chia cả 2 vế cho X 3 7 ^ 0. Phương trình trở thành 


2 _ 121 81 
1 + 5t “ 25(1 + t) - 4ÕÕỂ 



t — 
t — 



565 
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X 3 

Nghiệm t thứ hai loại do điều kiện căn thức. Từ đó suy ra y 6 — ^ thay lên (1) ta được 


( 


X 


x + Ĩ5 


\ 


2 + 


X 


V 


X 3 + -— 


22x 2 .. ịựx / , 3x\ 22x 

5 ( + 4 ) - 5 


Phương trình này không khó. Bình phương giải bậc 3 thôi. Ta sẽ giải ra 


4 , 6 / 64 

X = > y = ± ị 7 —^ 7 — 

15 y V 50625 


80 , J 102400 

x = -^^y = ±x 

3 y V 81 


Vạy hệ đã cho có nghiệm : (z;j,) = ±\Ị^J . (y; 


□ 


Câu 309 


/ (x + I /) 2 + — + -ỊT + 2y = 5 + 4x 
s X x z 

{ X 2 -\- X (y — y/2x — ỳ) — 2x — 1 


Giải 


Điều kiện : X Ỷ 0, 2x — y > 0. 
Hệ đã cho tương đương 


0 + y) 2 + 2( ^ + - + -K* 2(2x - y) = 7 ị íx + y + ^ - 2(2x - y) = 7 
x x*ị <í=> ^ V x ) 

x + y- v/2x - y = 2 - - ị x + y+ ị_ ự 2 x -y = 2 


X 


X 


Đặt X + y + — = a, J2x — y = b > 0. Ta có 

X 


a — b = 2 


2b 2 = 7 


«=>• 


a — 3, b — 1 
a = 5, b = 3 


THI : a — 3, b — 1 ta có 


X + y + — = 3 

X 

2x — y = 1 




1 1 

X= 3’ y = -3 

z = l,ỉ/ = 1 


TH2 : a = 5, b = 3 ta có 


X + y + — = 5 

X <ỉ=> 

2x — y = 9 


X — 


_ 7 — a/Ĩ6 _ 13 + 2-\/46 


, 2 / = 


3 3 

7 + ^46 2^46-13 

X = —77— ,y= -õ— 
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Vậy hệ đã cho có nghiệm : 

, . (\ 1\ ( 7 — n/46 13 + 2a/4ỗ\ (7 + a/46 2^46-13' 

(x ' v) = (ỉ ' l) \ì' ĩ) \-ĩ’- 3 H 3 ; 3 


□ 


Câu 310 

\ 



2x 3 + 3x 2 ựỹ = 5 - 3x 2 
y/ỹ(y + 12x + 3) + 3y(l + 2x) — 6(1 — x) 

Giải 

Điều kiện : y > 0 
Hệ đã cho tương đương 

8x 3 + 12x 2 Ụỹ+\)= 20 
(ựỹ+l) 3 + 6x(ựy+l) 2 = 7 

Thay lên (1) ta được 

2x 3 + 3x 2 (3 - 2x) = 5 


(2x + y/ỹ + l) 3 = 27 y/ỹ + 1 = 3 — 2x 


X = 1 

X = ^ (5 ± \/ĨÕ5) 


Tuy nhiên ở phép rút y/ỹ = 2 — 2x thì X < 1. Vậy ta loại bớt X = - (5 + \/105). 
Với X = 1 => y = 0 

Với X = ị (5 - V1Õ5) =► y = ị (19 + a/ĨÕ5) 

8 8 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; 0), ^ (5 — a/105) ; ^ (19 + a/105)^ □ 


Câu 311 


iy , /11 

X -+ X — + - 


X 


3x 2 + -- = 4 

r 


X J 


= 0 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 


' 2 , 2 X 

x 2 + ^ + -= 2 

y 


X* 


3x 2 + 7- = 4 

y 

Trừ vế với vế 2 phương trình trên ta có 




1Y 4 

X - - 1 = 37 4» 

x z 


_ 2 , 4 2x 
2x 2 + + — = 4 

x z y 

1 

3x 2 + /- = 4 

y 


1 2 . . 

7 ẩ =x-~t 3 

y X 

1 _ ,2 . 

- = X + - (4) 

y X 
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Thay (3) vào (2) ta được 


3x + ( X -Ị =4<» 

X 


X — 1 =>- y — — 1 
X = — 1 =>■ y = 1 


Thay (4) vào (2) ta được 


3x 2 +[x + -) =4 (VN) 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = (1; —1), (—1; !)□ 


Câu 312 


{ (Ạx 2 + ỳ)\Jx 2 + y + 3x 2 (x — 1) = 3x(l — y) + 1 


Giải 


Điều kiện :ĩ/1, ——— > 0, x{l — y) > —2, X 2 + y > 0 

1 — X 

Phương trình (1) tương đương 


(x 2 + y)\Jx 2 + y + 3 x 2 \Jx 2 + y + 3x{x 2 + y) + X 3 = X 3 + 3x 2 + 3x + 1 

^ yjx 2 + y + xỴ = (x + l) 3 o \Jx 2 + y — 1 ^ y — 1 — X 2 
Thay vào (2) ta được 

(Vl + X + lỴ = \fx 3 + 2 £ + 2 + 2%/x + 1 = \Zx 3 + 2 > X + 2 

6(x + l) 2 < 0 X = — 1 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (—1; 0)D 


Câu 313 



= 2\fĩ 


Giải 


Điều kiện : X, y Ỷ 0 
Hệ đã cho tương đương 


X 2 + — + 


I' M y+ r 

x + y l 

0 H--— = X + y 

xy 


= 2\JĨ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


«{“t+ũ 6 _ n/ _ (VN) 

\Vã^T2 + VWT2 = 2y/7 

Vậy hệ đã cho vô nghiệm □ 


Câu 314 

1 



y/hx 2 + 2 xy + 2 y 2 + y/hy 2 + 2 xy + 2x 2 — 3(x + y) 
y/2x + y + 1 + 2. ýĩx + 12 y + 8 = 2 xy + y + 5 


Giải 

Nhận thấy ngay sự thuần nhất của phương trình (1) và dễ thấy X = y thì phương trình (1) 
đúng, vậy ta tiến hành tách cho phù hợp. Ta có 

VT — yj(x — y) 2 + (2x + yf + \Ị[x — y) 2 + (2 y + x) 2 > \2x + y\ + \2y -\- x\ > 3 (x + y) 
Đăng thức xảy ra khi X = y > 0. Thay vào phương trình (2) ta được 

V3x + 1 + 2^ / Ĩ9x~+8 — 2x 2 + X + 5 

Ta tìm được 2 nghiệm là 0,1. Từ đó có hướng thêm bớt lượng liên hợp cho tốt. Phương trình 
tương đương 

4» Ụ3x + ĩ - 0 + 1)) + 2 (^19x + 8 - (x + 2)) = 2x 2 - 2x 


4^ (x — X 2 ) 


7 =4 —— + 2. ^ -Ytl- 

V3x + 1 + X + 1 3ị ^ 19a; + g ^2 + ( x + 2 ) Z/IQ X qr 8 + (x + 2) 2 


+ 2 


= 0 


Hiển nhiên em trong ngoặc luôn dương do điều kiện của (1). 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (0; 0), (1; !)□ 


Câu 315 


5x 2 + Gx + 3 xy + y + 5 = 0 
9x 3 + 21x 2 + 27x + 2 y 3 + 7 = 0 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 

Ị 4(x + l) 2 + (x — l) 2 + y (3x + 1) = 0 
\ 8(x + l) 3 + ịx- l) 3 + 2ỳ 3 = 0 

Đặt 2(x + 1) = a, X — 1 = b. Hệ đã cho tương đương 

í á 2 + b 2 + y (a + b) = 0 Ị (a + h) 2 — 2ab + y (a + b) = 0 (*) 

\ a 3 + b 3 + 2y 3 = 0 ^ ị (a + ò) 3 — 3 ab (a + b) + 2y 3 — 0 (**) 
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Thế ab từ (*) xuống (**) ta được 


—-(a + 6) 3 — ~{a + b) y + 2y 3 — 0 (* * *) 


Dễ dàng nhận ra đây là một phương trình thuần 


tương đương 



= 0 4» 


t — 
t — 


nhất. Set — — — t (v Ỷ 0)- Khi đó (***) 

y 

l<^>y — a + b — 3x + l 
—2 —2 y — 3x + 1 


Tha.y từng trường hợp vào (1) và ta dễ dàng tìm ra nghiệm. 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x\ y) — (—3; 4)D 


Câu 316 


2 3 y 2 

x - o y + T7 
2 x z 

2 3 X 2 

yõ x + T7 

2 y 2 


7x 

Ỵy 

7y 

2x 


Giải 


Điều kiện : x, y 7 ^ 0 Hình thức hệ là đối xứng. Tuy nhiên với hình thức như thế này trừ (2) 
phương trình cho nhau là không nên. Ta sẽ biến đổi khéo léo như sau. Hệ đã cho tương đương 


(-*!)'-Ỉ(H 


y X 

Đặt X + — = a, y + — = b. Hệ đã cho tương đương 

y 


X 





a = b = 0 

,7 
a = b = - 
2 


THI : 


X + — = 0 
X 

y+ x - = 0 

y 


TH2 : 


o y _ 7 

X + — = - 
X 


X l 

y + ^ g = 7Ĩ 
y 2 


<í=> X = y = — 1 


x = 3,y = ị 


* x= r y = 2 


X = 7ị,y = 3 


5 5 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (—1; —1), ( 7; 7 


*ị 


ụ\n 


Nguyễn Minh Tuấn - K62CLC Toán Tin - ĐHSPHN. My facebook : Popeye Nguyễn 

















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


180 


Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 317 

\ 



4 + y/x + y - 1 = \/x + 1 + a /3 y + 6 
\/x 3 + X 2 + 4x + 4 = 8 — \Jx 2 + 4 . a / 3 i / + 6 


Giải 

Phương trình (2) tương đương 

\JX 2 + 4 (VĨTĨ + \/3?/ + = 8 

Mà theo (1) ta có 

y/x + 1 + a/3i/ + 6 > 4 , Vx 2 + 4 > 2 

Vậy VT > 8 

Đẳng thức xảy ra khi 

j X = 0 Jx = 0 

ịx + y- 1 = 0 ^ Ịy = 1 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (0; !)□ 


Câu 318 


2 Ụx + 1 + l) 2 = ựx 2 + Ay + 16 
X 2 + — = 2(9x — 1)a/2x 3 — y 

X 


Giải 

Đây là một loại hệ cũng khá khó chịu nếu không thật tinh ý nhận ra. 

Điền kiện : 2x 3 — y > 0,-1 <1^0 
Phương trình thứ 2 tương đương 

X 3 + 4y = 2x(9x — 1) \j2x 3 — y 

Đặt t — \j2x 3 — y > 0 => y = 2x 3 — t 2 thay vào phương trình trên ta có 

X 3 + 4(2x 3 — í 2 ) = (18x 2 — 2 x)t 9x 3 — 18x 2 t + 2 xt — 4t 2 = 0 
(9x 2 + 2í)(x — 2t) = 0 X = 2t > 0 ịy = 8x 3 — X 2 

Thay vào (1) và ta có 

(y/x + l + ì) = v^x 3 + 2 

Phương trình này tôi đã giải ở câu 312. Ra X = — 1 ( L ) 

Vậy hệ đã cho vô nghiệm □ 


Tôi sẽ giới thiệu thêm cho bạn đọc một câu hình thức khá tương tự. 
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2 y 


Câu 319 


ự-lx‘ + % = ĩ ~ iy 


x(x + 1) 


Giải 

Điều kiện : X 3 > y,x Ỷ — 1) 0, - 
Phương trình thứ nhất tương đương 

(4x 2 — 2x) \J X 3 — y — 2 y 

Đặt ^Jx 3 — y = t > 0 y = X 3 — t 2 thay lại vào ta có 

(4x 2 — x)t — 2(x 3 — t 2 ) 2x 3 — 4x 2 t + xt — 2t 2 = 0 

(x — 2t)(2x 2 + t) = 0<=ì>x = 2t>0<=ì>4y = 4x 3 — X 2 
Thay xuống (2) ta được 

\/8x 3 — — — T—— + x 2x 2 (x + 1) = 7 — 4x 3 + X 2 X = 1 => y = 'y 
x{x + l) 4 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — ( 1; ^ ) □ 


Câu 320 


5(x 2 + y 2 ) (1 + o ) + 2 xy (1 — 9 ] 

V (x 2 -y 2 ) J y \ (x 2 — y 2 ) 2 ) 


= 35 


v 2 + 3x + y = 9 
x z — y z 


Giải 


Đây là bài toán tôi sáng tác. Hình thức có vẻ hơi cồng kềnh. Muốn giải được bài này cần kĩ 
năng biến đổi tương đối tốt. 

Điều kiện : X 2 > y 2 
Hệ đã cho tương đương 


. 9 9 . , „ , 5(x 2 + y 2 ) — 2xy 

5(x 2 + y 2 ) + 2 xy + -- ềrr -T w = 35 


2(x — y) + X + y 
(x-y)(x + y) 


(x — y) 2 (x + y) 2 
+ 2(íc + y) + X — y = 9 




, , so so , 3(x - y) 2 + 2(x + y) 2 

3 X + y) 2 + 2 X - y) 2 + 

{x-y) 2 (x + y) 2 

1 1 , r 11 

X + y H--— + X — y -ị -=9 


= 35 


X + y 


x-y 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 




(x + y) 2 + 


X + y + 


(xfy) 
+ 


X + y 


+ 2 
X — y + 


(x-y) 2 + 
1 


x-y. 


(x - y) 2 _ 
= 9 


= 35 




X + y + 


X + y + 


X + y 

1 

X +1/ 


+ 2 


+ 


X — y + 


X — y + 


X 

1 ” 


X - 2 / 


= 45 


= 9 


Đặt a = X + y H --— ,b = X — y H - , |a|, |ò| > 2. Hệ đã cho tương đương 

X + y X — y 


3 a 2 + 26 2 = 45 
2a + b = 9 




a = 3, b = 3 
_ 39, 21 

a = ĩĩ' 6 = ĩĩ (i) 


' r „ , _ 3 + 75 

X + y = 


X + y H --— = 3 

< 1 19 

X — y H -—— = 3 




x-y 


x + y = 


x-y = 


2 

3 — 75 

2~ 

3 + 75 

2 

3-75 


x-y = 


Như vậy sẽ xảy ra 4 trường hợp. Với mỗi trường hợp sẽ ra một nghiệm. Xin nhường lại cho 
bạn đọc. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = (ị; , (ị] °ì , í 3 + 2 ^ ĩ° I D 


Câu 321 

\ 



77x + ỉ/ - 72x + y = 4 
272 X + y — 75x + 8 = 2 


Giải 

Hình thức bài hệ khá giống câu 87, tức là câu VMO 2000-2001. Tuy nhiên, bài này ở level cao 
hơn. 

8 

Điều kiện : y < min{— 2x, —7x},x > — 7 

5 

Phương trình thứ nhất tương đương 

TTxTỹ = 4 + 72 ^ + y 

^7x + y — 2x + y + 8y/2x + y + 16 

+> 5x + 8 = 872x + y + 24 
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Đến đây kết hợp với (2) ta đặt y/2x + y = a > 0, y/5x + 8 = b > 0. Hệ đã cho tương đương 


56 

2a — b = 2 I a = 5 . I 2x + y = 25 .. \ x = Ỷ 

44 < . 44 < 44 < 

y = i 


b 2 = 8a + 24 


b = 8 


5x + 8 = 64 


_ . . ,'56 13', ^ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : [x; y) — ị —; — ] □ 


Câu 322 


(x + y)(3xy — 4:ựx) = —2 
(x + y)(3xy + Àựỹ) = 2 


Giải 


Đối với loại hệ "suýt soát" đối xứng thế này. Ta thường cộng hoặc trừ hai phương trình cho 
nhau. 

Điều kiện : X, y > 0 

Lấy (1) + (2) và (1) — (2) ta được hệ mới 

ị(x + y)(3xy-2y/x + 2y/y) = 0 ^ í 3aư/ = 2{ựx - y/y) (*) 

\(® + ỉ/)(>/ã + Vỹ) = 1 t 1 = ( x + y)(V% + Vỹ) 


Đến đây tinh ý ta hoàn toàn đưa nó về thuần nhất được. Nhận vế với vế ta được 
3 xy — 2(x + y) (x — y) 44 (x — 2y)(2x + y) = 0 44 X = 2y 
Thay lên (*) ta được 


Qy 2 = 2^õ U/2-l 44 


\ 

\ y = 0 (L) 3 

fV2-l\ 


U(V5) 3 = 42-1 ^ y -\ 

1 3 ) 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — ị 2 1 


3 (V2-1) ' 3 ( 

u 3 LU 


/ V2- 1 

3 


□ 


Câu 323 


V 1 + ả + ữ+ư +5y -^ + 2 ^ TT > 2 

ị \Ị~ l + y + (j/+ 1)2 + ẵx = ('/% + 2 Vỹ~+ ĩ ) 2 


Giải 

Hình thức bài hệ rã ràng là đối xứng. Tuy nhiên với hình thức như thế này các phương pháp 
thông thường khó có thể chơi được. Tuy nhiên nếu ai chú ý thì đẳng thức trong căn thức khá 
quen thuộc. 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Điều kiện : X, y > 0 

Trước hết ta biến đổi biểu thức trong căn đã 


1 1 x 2 (x + l) 2 + (x + l) 2 + X 2 x 2 (x + l) 2 + 2x(x + 1) + 1 


l X 2 (x + l) 2 


2 + (x + l ) 2 + X 2 x 2 (x + l ) 2 
T 2 (x + 1) 2 x 2 (x + l) 2 

2 


(x(x + 1) + 1) 
x 2 (x + l) 2 


= 1 + 


x(x + 1) 


Vậy hệ đã cho tương đương 
1 


4 1 + 


4 1 + 


x(x + 1) 

1 


J + 5y = 5y + 4 + Aựy(y + 1) 
^ + 5x = 5x + 4 + ịựxỊx + 1) 




x(x + 1) 


2/(2/ +1) y ~ v ~ v “' 1 ^ỉ/(ỉ/ + i) 

Đặt y/x(x + 1) = a, \Jy{ĩj + 1) = 6, a, b > 0. Hệ đã cho trở thành 

— 1 + 75 

x “ 2 
-1 + 75 
y = —õ— 


= Vy(y +!) 

= ựx(x + 1) 


ị a= ị 

a = b= lc- 

\x{x + l) = l 1 

\b = — 

1 

[y(y + ĩ) = ĩ 1 

{ a 2 




Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; 2 /) = I -;- ị—— I □ 


Câu 324 

\ 

^~ 3 ~ ~ 3 ~ + 71 + 2 X = y 4 — 10 x 2 — 24t — 14 


2 yy / 3 x ~+~ ỉ ( 2 x + 3) = 2 xy 2 + 3 y 2 + 6 x 2 + 17 x + 12 


Giải 

Với hình thức bài hệ thế này, gần như phương trình (1) chả làm ăn được gì. Ta sẽ khai thác từ 
phương trình (2). 

Điều kiện X > — 7 y 2 < 

2 2 

Phương trình (2) tương đương 

2yV3x + 4(2t + 3) = y 2 (2x + 3) + (2x + 3)(3x + 4) o (2x + 3 )(y — V3x + 4) 2 = 0 
Đến đây rút ra y 2 = 3x + 4 thay vào phương trình (1) ta có 

71 -2x + 71 + 2 t = 2 -X 2 
^2 + 271 - 4x 4 = X 4 - 4x 2 + 4 
+>• x 4 (x 4 — 8x 2 + 20) — 0<^x — O^y — 2 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (0; 2)D 
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Câu 325 


1 + {Ịựxyỹ //' = 2/(1 - x) 

ựx 2 y 3 + ỷxy-y + 1 = 


Giải 


Tác giả bài toán là một người bạn của tôi trên íacebook : Hạ Lan Tâm Như - Lớp 12C1 THPT 
Đặng Thúc Hứa, Thanh Chương, Nghệ An. 

Với hình thức hệ như này có lẽ chỉ có đánh giá mới diệt được 

Hệ này có nhiều điều kiện, trong đó có một điền kiện đó là y — xy < 1. 

Từ phương trình (1) ta có 

y - xy = 1 + \Ị \fx\p - ỹ 4 > 1 

Đằng thức xảy ra khi 


y -xy = 1 ^ Ị x = 2 

\/ãỹ -y 4 = 0 \y = 2 


(: TM ) 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : [x\ y) — 



□ 


Câu 326 


(2 x + y - 1) ( y/x + 3 + ựxỹ + y/x) — 8ựx 
[y/x + 3 + y/xỹ) + xy = 2x(6 — x) 


Giải 

Nhận xét X = 0 không là nghiệm. Hệ đã cho tương đương 


(2 x + y- 1 ) 


\ịx + 3 


X 


+ v ^+ 1 = 8 


X + 3 


X 


+ y/ỹ) +y = 2 ( 6 -x) 


Đặt 2x + y = a, 


X + 3 


X 


+ y/ỹ = b > 0 ta có hệ mới 


(a — 1)(6 + 1) =8 
a = 12 - b 2 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : {x\ y) — (1; !)□ 




a = 3 
6 = 3 




X = 1 

y = 1 


Câu 327 


4x 2 — 3y = 0 

(2x 2 + y) [4x 4 — 3x 2 + y(4x 2 + y + 6)] = 8 


Giải 

Bài này tất nhiên có thể giải bằng cách rút y từ (1) xuống (2) tạo phương trình ẩn X 2 có thể 
giải được. Tuy nhiên nếu biến đổi tinh tế một chút thì bài toán sẽ đẹp hơn như sau. 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Hệ đã cho tương đương với 


2x 2 + y + 2(x 2 — 2 y) — 2 
(2x 2 + y) [(2x 2 + y) 2 — 3(x 2 — 2 y)} — 8 


Đặt 2x 2 + y = a, X 2 — 2y = b ta có hệ mới 


a + 26 = 2 
a(a 2 — 36) = 8 




a = 2 
b = 0 




2x 2 + y = 2 
X 2 — 2y — ữ 




X = ±J- 

2 ' 
y = T 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; ỉ/) = ị\Ịị , yì/ị’ 5 j D 


Câu 328 

1 



X + \/x + 2 y = y 2 + y + 2 
y 2 + 3 xy + X + y — 10 = 0 


Giải 


Điền kiện : X + 2y > 0 

Phương trình thứ nhất tương đương 


X + 2 y + a/x + 2 y — y 2 — 3y — 2 = 0 
Ta có : A^/^+ 2 ỹ = 1 + 4 (y 2 + 3y + 2) — (2 y + 3) 2 
Qưá tuyệt vời khi nó chính phương. Từ đó ta có 


\/x + 2 y = y + 1 
t y/x + 2y = -y-2 
THI : y/x + 2 y = y+l=>x = y 2 + l thay vào (2) ta có 


4 y 3 -\-y 2 + Ay — 9 = 0 «ỉ/= 1 = 2 

TH2 : a/x + 2 y = —y — 2^x = y 2 + 2y + A thay vào (2) ta có 


3y 3 + 8y 2 + I5y - 6 = 0 4» y = ^ (L) 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (2; !)□ 


Câu 329 

1 



í 10x 2 + 5 y 2 — 2 xy — 38x — I 
\ a/x 3 + xy + 6y — y/y 3 + X 


38x — 6y + 41 = 0 
• 2 - 1 = 2 


Giải 

Phương trình (2) khó có thể làm ăn được gì. Nhìn thấy phương trình thứ nhất đang là tam 
thức nên thử khai thác nó xem. 

Phương trình (1) viết lại như saư 
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10x 2 — 2 x(y + 19) + 5 y 2 — 6y + 41 = 0 

Ta có : A! x — —49(y — l) 2 . 

Giả sử hệ này có nghiệm thì suy ra y = 1. Thay lên (1) ta có 

10x 2 — 40x + 40 = 0<t^-x = 2 

Thay vào phương trình (2) thấy thỏa mãn. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = (2; !)□ 



Giải 

Với kiểu hệ khó chịu thế này có lẽ đánh giá sẽ là đòn đánh tốt nhất. 

Từ phương trình thứ nhất ta có 

3x 2 + 4x — 5 = \/ —y 2 - 6y - 1 < 1 - y 2 - Q y - 1 

6x 2 + 8x — 10 + y 2 + 6y < 0 (*) 

Từ phương trình thứ hai ta lại có 

X + 1 = yựYĩ — &y + 16x =>ĩ 2 + 18x + ịy — 16 = 0 (**) 

Lấy (*) — (**) ta được 

5(x - l) 2 + (y + l) 2 < 0 4» < x = 1 „ 

[y = -1 

Thay lại hệ thấy không thỏa mãn. 

Vậy hệ đã cho vô nghiệm □ 


2.12 Câu 331 đến câu 360 


Câu 331 


12x 3 + 12x 2 + 367x - 54 y 3 - 54 y 2 - 18 y = -144 
X 2 + y 2 + xy — 7x — 6y + 14 = 0 


Giải 

Nhận xét phương trình (2) là tam thức, phương trình (1) là hai hàm riêng biệt của ẩn. Chắc 
nhận ra loại này rồi chứ ? Mời bạn đọc xem lại từ câu 77. 

Ta viết lại phương trình thứ hai như sau 

Ịx 2 + x(y ~7) + y 2 -6y + u = 0 I Ay > 0 Ị 1 < y < 3 

\ y 2 + y(x — 6 ) + X 2 — 7x + 14 = 0 Ị > 0 Ị 2 < X < — 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Giờ quay lên xét phương trình thứ nhất. Nó có dạng 

/0) - g(y) = -144 

Với f(x) = 12x 3 + 12x 2 + 367x đơn điệu tăng, và g(y) — 54 y 3 + 54 y 2 + 18 y đơn điệu tăng. Từ 
đó ta có 

/ 0*0 > /(2) = 878, g(y) < g (l) = 1022 


f(x) - g{y ) > 878 - 1022 = -144 


[ X = 2 

Đẳng thức xảy ra khi < 7 • Thay lại vào phương trình (2) thấy thỏa mãn. 


y = 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — ị 2; 7 Ị □ 


Câu 332 


3 , , 5 ,2 2 8 _____ , 100 

X — y + -(x + y) — bx — -xy + 13x = — — 
o o o 

X 2 + y 2 + xy — 3x — Ay + 4 = 0 


Giải 


Dạng rất giống câu trên, tuy nhiên ở phương trình đầu các biến X, y không hoàn toàn rời nhau 
nữa mà bị ràng buộc bởi xy. Vậy có cách nào dứt được bọn này ra không ? Xin thưa là có. 
Thật khéo léo ta thế xy từ (2) lên (1) là ta sẽ tách hoàn toàn được X, y. Như vậy thế xy từ (2) 
lên (1) và ta dựng một hệ mới sau đây 


3x 3 + 18x 2 + 45 t + 2 y 2 — 3 y 3 + 8 y — 108 
X 2 + y 2 + xy — 3x — iy + 4: = 0 


Đến đây quá quen thuộc ngay trên rồi. Xin nhường 
bài trên ở chỗ ta phải lập bảng biến thiên hàm g(ỳ) 


Hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 



□ 


lại cho bạn đọc giải nốt. Bài này lâu hơn 
vì nó không đơn điệu. 



f y(xy - 1) 2 

Câu 333 


x( 

y 2 + 1 5 

xy-l) _ l 

x 2 + l 2 



Giải 

Dựa vào phương trình ta thấy để có nghiệm thì xy(xy — 1) 0. 

Hệ đã cho tương đương 
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Đặt — = a, - = b ta có hệ mới 
X y 


( 1 

X - 


y 



y - - 


X 



2 

5 

1 

2 


1 — ab 

a(b 2 + 1) 
1 — ab 

b(a 2 + 1) 


5 

1 


Trừ 2 phương trình trên cho nhau ta được 


«=>• 


a(b 2 + 1) 

1 — ab 
b(a 2 + 1) 

1 — ab 


a — b=-^a=- + b 
2 2 


5 

2 

1 

2 


Thay lại và ta dễ dàng tìm được 



Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (1; 2)D 


Câu 334 

1 



X + y = Axy 

(2x + 3) + (2 y + 3 )VW zr ĩ = 2 y/(2x + 3)(2y + 3) 


Giải 

Điều kiện : X > -:y > - 
4 y 4 

Chú ý đẳng thức sau 

X + y — kxy <=> (kx — l)(ky — 1) = 1 

Ap dụng vào phương trình (1) ta có : (4x — l)(4r/ — 1) = 1 
Áp dụng AM — GM vào phương trình (2) ta có 

(2x+3)V / 4^ĩ+(2r/+3) v /% - ĩ > 2\J{2x + 3) (2 y + 3) V(4x - 1)(% - 1) = 2^(20: + 3)(2y + 3) 


Đẳng thức xảy ra khi (2x + 3)a/4x + 1 = (2r/ + 2>)\/ỉỹ — 1 X = y 
Thay vào phương trình (1) ta có 

„ 1 
2x = 4x X = - 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (1; 2)D 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 335 


■ựx + y + 1 + 1 = 4(x + y ) 2 + 0 3 0 + ỳ) 
3 

2 z - y = 2 


Giải 

Điều kiện : X + y > 0 Phương trình thứ nhất tương đương 

40 + ỉ /) 2 - 1 + \/ 3 0 + y) - y/X + y + 1 = 0 

2x + 2í/ — 1 


+> (2x + 2y + l)(2x + 2y — 1) + 


V 3 ( x + y) + V x + y + 1 

2x + 2y = 1 


= 0 


Kết hợp phương trình (2) quá dễ dàng. 

. . /2 1 ' 
Vậy hệ đã cho có nghiệm 0; ỳ) — - □ 

V 3 6 


Câu 336 


3:4 — 3^/ỹ = 3x + y 
Xy/ỹ(y-l) = 3(x+ựỹ) 


Giải 


Đặt t — sjỹ > 0. Hệ đã cho tương đương 

{ X 4 — t 2 = 3x + 3t 4 ,9 q , , ,, r , 9 . 9 , 

„ . „ =>• X 4 — í 2 = TÍ 3 — XÍ +>• 0 — í) \x{x 2 + xt + t 2 ) + t] = 0 (* 

xt 3 -xt = 3x + 3t y ’ L v ’ J v 

Giờ ta tạm thời xét phần khó trước. Kết hợp với (2) ta có hệ mới sau 

Ịx(x 2 + xt + í 2 ) + t = 0 (3) 

Ị xt 3 — xt — 3x — 3t = 0 (4) 


Ta có 

. 9 , 9 , xt(x 2 + xt + t 2 ) + t 2 xt(x 2 + xt + t 2 ) + t 2 — (xt 3 — xt — 3x — 3t) 

x(x 2 + xt + í 2 ) + t = — - - ---= —----2-- 


Vậy (*) có thể viết lại là 


0 + t){x 2 t + t + 3 
t 


( X 2 — t 2 ){x 2 t + í + 3) = 0y=>x = ±t 

Đến đây giải ra X, t và trả lại biến y 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : Oi y ) — (0; 0), (—1; 1), (2; 4)D 


(.Dot > 0) 
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Câu 337 


X 3 — 6 x 2 y — 8 y 3 — 6 
4 xy 2 + X = 2y + y — X + 1 + 1 


Giải 


Điều kiện : 2y — X + 1 > 0 
Hệ đã cho tương đương 

{ X 3 — 6 x 2 y — 8 y 3 — —6 
12 xy 2 = 3(2 y + 1 — x) + 3^/2 y + 1 — X 

Cộng 2 phương trình vế với vế ta được 

— (2 y — x) 3 — 3(2 y — x) + 3a/2 y — X + 1 — 3 
Đặt 2 y — X = t phương trình đã cho tương đương 

-í 3 = 3t + 3Vt + 1 - 3 4» t (t 2 + 3 + — =|r - 1 = 0 

V VT+ĩ+1/ 


Từ đó suy ra X = 2 y thay vào phương trình (1) ta có 

l/ 3 = ^ ỉ/ =i=^x=^ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — *ỵỉ\ □ 


Câu 338 


X 4 + 2x 3 — 5x 2 + y 2 — 6 x — 11 = 0 


X + X = 


3yV - 7 - 6 
^y 2 -ĩ 


Giải 


Điều kiện : y 2 > 7 

Phương trình thứ nhất tương đương 


(x 2 + X — 6)(x 2 + x) + (y 2 — 7) = 4 
Vậy đặt X 2 + X = a, y/ y 2 — 7 = b > 0. Hệ đã cho tương đương 


THI : 


ị a(a — 6) + b 2 = 4 
< 36-6 

l a= b 




a = 0, b = 2 
a = 1, b = 3 


X 2 + X = 0 

Vv 2 -7 = 2 




X = 0, X = —1 
y — ±a/ĨĨ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


TH2 : 


X 2 + X = 1 

Vy 2 - 7 = 3 


Từ đó kết luận nghiệm (nhiều cặp quá !) 




-l±Vb 
x - 2 
y = ±4 


Câu 339 

\ 



(. X 2 + 1 )y A + 1 = 2 xy 2 (y 3 — 1) 
xy 2 (3xy A — 2) = xy A (x + 2y) + 1 

Giải 

Lấy (1) — (2) ta được 

y A ( 1 — 2xy) — xy 5 ( 2 — 3 xy) 
Vì y = 0 không là nghiệm. Từ đó suy ra 


3(au/) 2 — 4xy + 1 = 0 <í=> 


xy = 1 
1 

xy = 77 


THI : xy — 1 X = - thay vào (1) ta được 

y 


y A = (y + 1) 2 ^y = 


1 ± ựb 


=> X = 


-1 ± a/5 


TH2 : xy = - =>■ X = — thay vào (1) ta được 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; 2 /) = 


3y 4 = -(y + 3) 2 (L) 

l±ự5'l±ựE\ n 


Câu 340 


J 2x — y + \/x — 1 = \j2x — 2 + 2(2x — y) 2 
\ y 2 + Ax\Jx — 1 = 17 


Giải 

Bài toán xuất hiện trong đề thi thử của Chuyên Nguyễn Huệ. Một bài toán khá đặc sắc. 
Điều kiện X > 1 

Đặt 2x — y — a, \/X — 1 = b phương trình (1) tương đương 
a + b = \j2(a 2 + b 2 ) <=> a = b 


Từ đó suy ra 


2x — \Jx — 1 — y <=> 4x 2 + X — 


4x 2 + X — 1 = 17 o X = 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (2; 3)D 


1 = y 2 + 4 Xy/x — 1 
2=> y = 3 
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Câu 341 

1 



X 2 + y 2 + xy = 3x — 2 

(x 2 + xy) 4 + (y 2 + 2) 4 = 17x 4 


Giải 


Phương trình (2) khá phức tạp khi hằng đẳng thức bậc 4. Tư tưởng vẫn giữ nguyên khi gặp 
loại này : phân tích nhân tử hoặc đặt ẩn phụ. 

Nhận thấy X = 0 không là nghiệm của hệ. 

Hệ đã cho tương đương 


X 2 + xy + y 2 + 2 = 3x 

{x 2 + xy) 4 + ( y 2 + 2) 1 = 17x 4 


X 2 + xy y 2 + 2 _ 3 
'J+xyy*fi? + 2 


X 


X 


= 17 


THI : 


TH2 : 




a + b = 3 
a 4 + ò 4 = 


17 


a=l,b = 2 
a = 2,6 = 1 


X 2 + xy = X 
y 2 + 2 — 2x 

X 2 + xy = 2x 
y 2 + 2 = X 




X = 1, y — 0 
x = 3,y =-2 


X = 2, y = 0 
X = 3, ĩ/ = -1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; 0), (3; —2), (2; 0), (3; —!)□ 


Câu 342 


ị 3x 2 - 2 íc - 5 + 2xVx 2 + 1 = 2 (y + 1 )^y 2 + 2y + 2 
\ X 2 + 2 y 2 = 2x — Ay + 3 


Giải 


Trừ 2 phương trình cho nhau vế với vế ta được 


X 2 + xVx 2 + 1 = (y + l) 2 + (y + 1 )\/{y + l) 2 + 1 


Công việc của ta là xét hàm /(í) = t 2 + ty/t 2 + 1 và chứng minh nó đơn điệu tăng, xin nhường 
lại cho bạn đọc. 


Từ đó ta có X = y + 1 thay vào (2) 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 


dễ dàng tìm ra nghiệm. 

'-'"..(Ti 0 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 



X 2 + y 2 = ị 

4x(x 3 — X 2 + X — 1) = y 2 + 2 xy — 2 

Câu 343 


Giải 


Thay y 2 = ^ — X 2 từ (1) xuống (2) ta có 

3 

4x 4 — 4x 3 + 5x 2 — 4x = 2 xy — ^ (*) 


Ta có 2 xy < X 2 + y 2 = Như vậy (*) suy ra 


4ar — 4x 3 + 5x 2 — 4x + 1 < 0 (2x — l) 2 (x 2 + 1 ) < 0 o X = y- y = 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) =(-;-) □ 


1 

2 


Câu 344 


X 2 + y 2 = 1 

(3x — 4x 3 )(3y — 4 y 3 ) — ^ 


Giải 


Nhìn tổng quan hệ ta thấy các biểu thức khá giống các công thức lượng giác. Vậy ta đặt 

. r 7T 

X — cost , y — sint với í Ễ ; n\. 

Thay vào phương trình (2) ta được 


{ 7r kĩĩ 

t = c + CT 
3 ^ 12 

í€[ uH 

=> k = 0,1,2 

( 7r . 7T \ / Õ7T . Õ7r\ / 3 tt . 3tt\ _ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; 7/) = ( cos—; sin— ) , Ị cos—; sin— Ị , Ị cos—] sin— 1 u 

\ í. 1 J- iú / \ TC T / 


Câu 345 


y/x-y + \Jx -2 — 2 

^x 2 + ý 1 - xy{x - y) + y /xy - y 2 = 2ự2(x - y - 1) 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 
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J (x — y) y/x — y + (x — y) \Jx — 2 = 2x — 2y 
\ \j2x 2 + 2 y 2 — 2 xy (x — y) + \J~2xỹ — 2y 2 = 4 (x — y — 1) 

^ ị \J( x - yf + \J{x- yf ( x - 2) = 2 x- 2 y 

\ \/2x 2 + 2y 2 — 2aư/ (x — ỹ) + \[2xỹ — 2y 2 = 4(x — y — 1) 

=> \J{;x — y) 3 — \[2x 2 + 2y 2 — 2xy (x — y) + \J{x — y) 2 (x — 2) — sj2xy — 2y 2 = ị —2x + 2y 
& (x - y-2) ( , = 4= „ „ , + 77 7==^ 7= + 2^1 = 0 

\v (x-y) 3 +^2x 2 +2y 2 -2xy{x-y) yJ{x-yý{x-2)+y/\2xy-2y 2 ) 

Ox — y — 2 = 0 

=> \/2 + \/X — 2 = 2 =$> x = 8 — 4 1/2 =>- y = 6 — 4a/2 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; I/) = (8 — 4a/2; 6 — 4a/2)D 


X 4 + 82/ = 4(x 3 - 1) - 16a/3 
y 4 + 8x = 4(y 3 - 1) + lôv^ 


Câu 346 


Giải 

Bài toán này có cùng 1 ý tưởng với 1 bài toán khác tôi đã nêu ở phần giữa cuốn sách Hệ phương 
trình đã cho tương đương với: 


X 4 — 4x 3 + 8y = —4 — lôv^ 
y 4 — 4 y 3 + 8x = — 4 + 16-\/3 


Cộng hai phương trình của hệ, ta được: 


[x 4 — 4x 3 + 8x ) + ( y 4 — 4 y 3 + 8 y) = —8 
4» (x 2 - 2x - 2 ) 2 + (: y 2 - 2y - 2) 2 = 0 



X = l±ự3 

y = l±V3 


Thay lại vào hệ thử. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = (1 + a/3; 1 — \/3) □ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 347 


\J X + 1 + A Jy + 1 — 3 

x^/y + 1 + yy/ãTỤĨ + \Jx + 1 + \/y + 1 = 6 


Giải 


Lấy PT(2) - 2PT(1) ta được 

(V^TĨ + \Jy + l)(\/x + ly/y + 1 - 2) = 0 




\/x + l\/ 2 / + 1 = 2 




\/xn T a/i/ + 1 — 3 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (0; 3), (3; 0)D 


\Jx + 1 = 1 

\/v + 1 — 2 
\/xĩĩ = 2 
Vy +1 — 1 


-«• 


X = 0, y = 3 
X = 3, y = 0 


Câu 348 


3 /x^Ĩ8ỹ^2T^29 , __ „ , r - i5 --- 

Y - — _ - ựx — y — 1 = 2x + Vx 2 + X — 2 

x(x 3 + 2 xy — 2x + 2) + (y — 2) 2 + 7 = 6-^/4(x — y + 1) 


Giải 


Một bài toán từng xuất hiện trên diendantoanhoc.net . Hình thức khá khủng bố. 

Với loại hệ kiểu này hướng đi thường là ít, phương trình (1) chắc chả khai thác được gì. Thử 
xét phương trình (2) xem nào. 


Điều kiện 


X — y — 1 > 0 
X 2 + X — 2 > 0 




/ X > y + 1 
\x 2 + X — 2 > 0 


Phương trình thứ (2) tương đương 


X 4 + 2 x 2 y — 2x 2 + 2x + y 2 — Ay + 11 = 6ự4(x — y + 1) 

(x 2 + y) 2 — 2(x 2 + ỳ) + 2(x — y + 1) + 8 = 6^/4(x — y + 1) 
(x 2 + y — l) 2 + 2(x — y + 1) + 8 = QựA{x — y + 1) 


Ta có 

§ự±{x-y + l) = Zự2{x-y + l)AA < 2(x - y + 1) + 4 + 4 

Từ đó suy ra 

(x 2 + y — l) 2 + 2(x — y + 1) + 8 < 2(x — y + 1) + 4 + 4 <í=> (x 2 + y — l) 2 < 0 
Đẳng thức xảy ra khi 

í X 2 ~\~ y — 1 = 0 x = l,7/ = 0 

\2.(x-;y+ 1) = 4 ^ [ X = -2,2/ = -3 

Sau đó thay 2 cặp vừa rồi vào (1). Làm nốt đi nhé ! Lúc viết không có Casio :sad: 
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Câu 349 


X 3 + xy — 2 y 3 — 0 
3 y 3 + 3 xy + 1 = 0 


Giải 

Liệu ban đọc còn nhớ đây là loại hệ nào không ? Chắc chả nhớ, đây cùng chủng loại với những 
bài hệ sử dụng phương pháp nhân 2 phương trình với nhau tạo ẩn mới. 

Thay y 3 từ phương trình (2) lên (1) ta có hệ mới sau đây 

I+ + ĨỊ/-2 ( rìjĩ| + 1=0 Í3x 3 = -9xy-2 (3) 

ị3ỳ>=-3^-l ' S '\iV = -3ií-l (4) 

Nhân (3) với (4) vế với vế đồng thời đặt xy = t ta có 

9 1 3 = (9 1 + 2)(3í + 1) 4» 9 1 3 - 27 t 2 - 15í - 2 = 0 

Phương trình này có 1 nghiệm duy nhất lẻ, cách giải bạn đọc xem lại ở câu 215. Từ đây ta sẽ 
giải ra 

3 + 3^7+ ^49 
3 

Đến đây ta thay lại (3) và (4) trả lại X, y (khá là khủng khiếp) 

_ , * 1 , _ f-9a -2 -3 a-ĩ\ _ 3 + 3^7+ ^49 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — Ị -—-;--- 1 với a = - —-u 

\ ổ ổ J o 


Câu 350 

ị 

2 1 3x + 4 

x + 3 y + l = y 2 + 1 —-L 

y y/x + 1 


a/9 y - 2 + ựĩx + 2y + 2 = 2y + 3 


Giải 


Điều kiện : X > —1, y > - 
,y 9 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương: 


9 1 /—— . 1 

X + 3y + 1 = y - - + 3Vx + 1 + - 

y y/x + l 


-v^> X + 1 — 3y/x + 1- 7 = y 2 — 3y -(*) 

VI + 1 y 


Xét hàm số f(t) = t 2 — 3í — - trên (0; oc) ta có 


/'(í) = 2í - 3 +1 = +++±1 = ++!++!) > 0 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Vậy hàm đồng biến trên (0; oc) suy ra phương trình (*) tương đương y = \Jx + 1 -v=> X = y 2 — 1 
Thế vào phương trình (2) của hệ, ta được: 


+ Ự7y 2 + 2y - 5 = 2y + 3 

{y + 2 - VW^) + (?/ + !- Ự7y 2 + 2y - 5 ) = 0 




^ r - 5y + 6 I / 3 - % 2 + y + 6 _ 0 


y + 2 + — 2 

^ (ỉ/ 2 - % + 6) 




+ V -^~ I = 0 


y + 2 + \/9y — 2 Ẩ 
Với T = (y + l) 2 + (y + 1) ^/72/2 + 2y - 5 + ^/(7í/ 2 + 2 y- 5) 2 > 0 


^ ^ 2 1 

Do y > - nên ———— __ , 

y 9 y + 2 + ự9y - 2 Ẩ 


+ — 4" > 0 Từ đó suy ra 


y — 5i/ + 6 = 0 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (3; 2), (8; 3)D 


y = 2 =>■ X = 3 
y = 3 X = 8 


Câu 351 


í Xy/l — y 2 + 2/\/l — X 2 = 1 

\ 3x 2 — xy 2 + 4x = 1 


Giải 

Nến tinh ý thì dạng của phương trình thứ nhất khá quen thuộc. 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy — Schwarz cho vế trái ta được 

VT < ^/(x 2 + l-x 2 )(y 2 + l-y 2 ) = 1 

Đẳng thức xảy ra khi X 2 + y 2 = 1 thay vào phương trình thứ 2 ta được 

X 3 + 3x 2 + 3x — 1 = 0<í=>(x + 1) 3 = 2<í=>x = \/2 — 1 

Từ đó tìm nốt y 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (\/2 — 1; 1 — (\/2 — l) 2 )n 


Câu 352 


2x 2 — 2y = xy — 4x 

a / 12 x 2 + 3y + 84 = 2x + 2 a/x + 2 + y/20 — y 

Giải 

Bài này nếu nhìn qua thì chả có gì đặc biệt khi mà p] 

(2x — y)(x + 2) = 0 

ìương trình (1) đã là 

y = 2x 

X = — 2 
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Nhưng kịch ha.y ở phía sau, cứ làm đi đã. 

THI : X = — 2 thay vào phương trình thứ 2 ta được 

y/132 + 3 y = -4 + y/2Q-y y = -26- 6^5 
TH2 : y — 2x khi đó (2) sẽ là 

\J\2x 2 + 6x + 84 = 2x + 2a/x + 2 + V20 — 2x (3) 

Phương trình này ta nhẩm được nghiệm X = 2 từ đó có thể có hướng nhân liên hợp. Tuy nhiên, 
giải quyết phần còn lại khá khó khăn. Một cách tinh tế ta tiến hành đánh giá phương trình 
này. 

Ta có 1 1 1 

VP = 2x + \/4(x + 2) + iy/l6(20 -2x) < X + M6 + x) + ị(36* 2x) 

2 4 8 

Như vậy 

\/l2x 2 + Qx + 84 <2x + -(6 + x) + ^(36 — 2x) 

4 8 

15 9 

12x 2 + 6x + 84 > (^- + --x) 2 
— 2 4 

111 . y 

o -ryr(x - 2) 2 < 0 X = 2 
16 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = (—2; —26 — 6\/5), (2; 4)D 


Câu 353 


/ (x 2 - l) 2 + 1 = 2y(2x + 1) 
\ X 2 — y 2 = 3 


Giải 


Một bài toán khá hay. Ta có đánh giá sau 

(1) <í=> ( x 2 — l) 2 + 9 = 4 xy + 2y + 8 

Áp dụng bất đẳng thức AM — GM ta có 

X 2 + 4 y 2 + 2y + 8 > 4 xy + 2y + 8 = (x 2 — l) 2 + 9 > 6(x 2 — 1) => X 2 + 4y 2 + 2y + 8 > 6(x 2 — 1) (*) 
Thay X 2 = 3 + y 2 từ (2) vào (*) ta được 


5(3 + y 2 ) - 4y 2 - 2y - 14 < 0 =► {y - l) 2 < 0 =► y = 1 

Thay vào hệ ta có X = 2 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (2; !)□ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 354 


- = (x - 1) (y/x 3 + 2 + l) 

y 

y = X 2 + X + 1 


Giải 

Một bài toán mang tính "lừa tì nh " khá cao được đề xuất bởi thầy Lê Trung Tín. Để ý kĩ khi 
nhân 2 phương trình vế với vế sẽ chỉ còn lại X. Ta thực hiện biến đổi như trên thu được 

3 = (x 3 - 1) (Vx 3 + 2 + l) 

Đặt t — Vx 3 + 2 =+ X 3 = t 2 — 2, t > 0 
Khi đó phương trình trở thành 

3 = (t + 1) (í 2 - 3) 4» (t - 2) (t 2 + 3t + 3) = 0 =► t = 2 => X = \Í2 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (v^2; \[Ả + \/2 + !)□ 


Câu 355 


x(x 2 + y 2 ) — —42 

2x 2 + X — y 2 + 2y + xy = —11 


Giải 

Lâu lắm không làm hệ số bất định nhỉ ? Quay lại 1 bài cho vui. 

Viết lại hệ đã cho theo biến y (vì bậc của nó thấp hơn) 

J xy 2 + X 3 + 42 = 0 
1 —y 2 + y(x + 2) + 2x 2 + £ + 11 = 0 

Nếu hệ này có nghiệm X là số a nào đó thì khi thay a vào hệ ta phải thu được 2 phương trình 
tương đương ẩn y. 

Một sự tinh quái ta nghĩ đến ngay X — —2 vì khi thay vào (2) sẽ mất y , như thế mới mong 2 
phương trình tương đương được. Thay thử vào ta thu được 

Ị —2y 2 + 34 = 0 
1 ~y 2 + 17 = 0 


Oi giời ơi tương đương rồi. Trời thương ta ! Như vậy hằng số cần nhân ở đây là 2. Vậy 
PT(1) - 2PT{2) 4» (x + 2) [(x - 3) 2 + (y - l) 2 ] = 0 


THI : X = —2 => y = ±\/Ĩ7 

TH2 : X — 3; y — 1 thay lại hệ thấy không thỏa. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (—2; ±\/Ĩ7)n 
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Câu 356 


X 4 - 2x 3 - 11 y 2 + Y2y + 41 = 0 
y 4 - 2 y 3 - llx 2 + 12Ì + 31 = 0 


Giải 

Trớ trêu thay ! Hình thức khá đối xứng thế mà hằng số chết tiệt kia đã khiến hi vọng trở thành 
thất vọng. Khi bạn đọc những câu có hình thức kiểu na ná đối xứng thế này thì lời giải thường 
làm gì. Còn gì nữa ! Cộng 2 phương trình lại cho tôi. 

Lấy PT(1) + PT( 2) ta được 

o 4 - 2x 3 - llx 2 + 12x + y A - 2y 3 - 11 y 2 + I2y + 72 = 0 4» (x 2 - X - 6) 2 + (y 2 - y - 6) 2 = 0 
Như vậy tức là 

X 2 — X — 6 = 0 

y 2 — y — 6 = 0 

Tất nhiên ta phải thay lại hệ để xem cặp nào 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x] y) — (3; —2)D 




X = 3, X = — 2 
2/ = 3,2/ = -2 


thỏa mãn 


Câu 357 


x 2 y + y = 2x 
y A — X 2 = 2(1 — x) 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 


2x 


y l + x 2 

y A = (x- 1) 2 


+ 1 


Hãy để ý kĩ đến dàng buộc của y. 

Từ phương trình (2) ta có ngay y 4 > 1 ^ y 2 > 1 

*2x 

Từ phương trình (1 dễ chứng minh — 1 < — 

1 + x 2 

ngược. Nó thỏa mãn khi y — 1, x — 1 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; !)□ 


< 


1 — 1 < y < 1 Vậy ràng buộc của y trái 


Câu 358 

1 



1 + 4 ựy(x - 1) =4 y + (x- yf 
y/ỹ + X — 3 = 0 


Giải 


Điều kiện : y > 0, X > 1 

Phương trình thứ nhất tương đương 

(x — y) 2 — 2(x — y) + 1 + 2{x — 1 + 2\Jy{x — 1) + y) = 0 (x — y — l) 2 + 2 (y/ỹ — \Jx — l) 2 = 0 
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Như vậy tức là suy ra X = y + 1 thay vào (2) ta được 

y + Vỹ — 2 = 0<t»2/ = l=>£ = 2 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; ?/) = (2; !)□ 


Câu 359 


X A — 2 x 2 y + 3 xy 
y 2 — 4x 2 — 3x 3 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 


<=>• 


(x 2 — y) 2 = y 2 + 3 xy 
y 2 — Ax 2 — 3x 3 


Cộng 2 phương trình vế với vế ta suy ra 

=>- (x 2 — y) 2 + 3x(x 2 — y) — Ax 2 = 0 

Rõ ràng là phương trình thuần nhất giữa 2 ẩn X 2 — y và X. Từ đó ta có 


X 2 — y = X ^ y = X 2 — X 

X 2 — y = —4x <(=> y = X 2 + 4x 


Với mỗi trường hợp trên thay lại vào phương trình thứ nhất 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : 


(x;y) = (0; 0), 


'V73 - 11 53~7V73\ 
2 ; 2 ) 




□ 



Giải 

Điều kiện : —2 < X, y < 2 
Phương trình thứ nhất ta suy ra 

— X ?/ = 4y — X y y — X 


Thay vào (2) ta được 


X 3 — X 2 — 3x + 2 = 0 ^ 


X = 2 

-1± Võ 
- 2 
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Với X = 2 =>• y = ±2 

-1+%/£„. ,-1 + Võ 

VỚI X — -——— y = ±--- 

9 y 9 

_ -1-75 -1-75 

Với X — -——— =>■ y = ±--- 

2 2 

Tất nhiên phải loại nghiệm ngoại lai do phép bình phương (1) 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = (2; 2), (2; —2), 1 1 + 1 + ^ 


2.13 Câu 361 đến câu 390 


Câu 361 


9 y 3 — X 3 = — 8 
y 2 — xy + 8x = —8 




Giải 


Hệ đã cho tương đương 


Ịx 3 — y 3 + 8(x 3 + 1) = 0 (1) 

\ y 2 — xy + 8(x + 1) = 0 (2) 


Thay (2) vào (1) ta được 

(x 3 — y 3 ) + (xy — y 2 )(x 2 — X + 1) = 0 (x — y)(y + l)(x 2 + y) = 0 

THI : X — y =>- 8x 3 = — 8 <í=> X = y = — 1 

TH2 : y = -1 => X = -1 

TH3 : y — —X 2 thay xuống (2) ta được 


x 4 + x 3 + 8a; + 8 = 0<t»x = —2, y = — 4 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (—1; —1), (—2; —4)D 


Câu 362 

1 



Ax 3 + y 3 — 3 xy 2 — 
8x 2 + 2Ax + 3 xy — 


= -24 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 

Ị 4:X 3 + y 3 — 3 xy 2 — —8 
Ỵ3x 3 + 24x 2 + 3 x 2 y — —2Ax 

Cộng 2 phương trình trên cho nhau ta được 

7x 3 + y 3 — 3 xy 2 + 3 x 2 y + 24x 2 = —2Ax — 8 <=> (x — y) 3 = 8(x + l) 3 y = —X — 2 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Thay xuống (2) ta có 


3x 2 — 2ẩx — 3x(x + 2) 


= —24 = —= 

3 y 


2 

3 


Vậy hệ đã cho có nghiệm 


(x]y) = 



□ 


Câu 363 


ỉ 


X 2 


. y _ _-I 

+ -— £ — y = 1 


y X 
{x - y) 4 = 


X + y 
xy 


Giải 


Điều kiện : X, y Ỷ 0 
Phương trình (1) sưy ra 


(x + y)(x 2 — xy + y 2 — xỳ) 
xy 


= 1 -v^ (x + y)(x — y) 2 — xy 


Thay vào (2) ta được 
Như vậy (2) sẽ là 


(x + y ) 3 = x 3 y 3 X + y = xy (*) 
(x — y ) 4 = 1 s - í/ = ±1 


Thay vào (*) dễ dàng tìm được nghiệm 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : 


(x; y) = 


1 — a/5 3-\/5 N 


Võ 1--n/5 N 


1 + ^5 3 + Võ\ Í3 + V5 1 + V5' 


□ 



f 11 , ,- ._\ 

Câu 364 < 

X + y + - + - — 2 VI - 2.X + y/2y + l) 

X y 


X 2 — 7 xy + y 2 + 1 = 0 


Giải 

Một bài toán khá hóc búa của thầy Lê Trung Tín. 

{ X < 1^0 

— 1 

Phương trình (2) không thể làm ăn được gì. Mấu chốt có lẽ là từ (1). Nhận thấy biểu thức 
chứa 2 biến rời nhau hoàn toàn, như vậy có thể sẽ xét hàm số hoặc nhóm chúng lại để ra cái 
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gì đó đặc biệt. 

Thực hiện phép biến đổi (1) ta có 

1 -_ 1 ___ 

X + — — 2\/l — 2x + y + — — 2y/2y + 1 = 0 
X y 

- (x 2 — 2x\fĩ — 2x + 1 — 2x) + - (y 2 — 2y^j2y + 1 + 2y + l) =0 

X y 

v / ĩ^ r 2 x) 2 + \(y- v / 2ỹTĩ) 2 = 0 

X y 

Nhưng một điều chưa làm ta thỏa mãn là chưa biết X, y có cùng dấn hay không ? Nếu nó cùng 
dấn thì tốt quá, khi đó (1) sẽ là tổng của các đại lượng không âm hoặc không dương, còn trái 
dấu thì....Có cách nào biết nó cùng hay trái dấu không ? Cùng dấu hẳn là xy > 0, vậy phương 
trình (2) để làm gì ? Dùng nó vào lúc này thôi. 

Xét (2) nếu xy < 0 thì vế trái luôn dương (vô lý). Vậy X, y cùng dấu. Tức là dấu bằng ở (1) 
xảy ra khi 

X = ựl — 2x ịx = —l±V2 

y=VĩỹTĩ = *\y = l±ự2 

r , x fx = — 1 + a/2 

So với điêu kiện thì ta suy ra < ' hoặc 

\y = ĩ + ự2 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (—1 + v/2; 1 + \/2), (—1 — \/2; 1 — y/2)D 


X = —1 — a/2 

y = 1 -V 2 


Câu 365 

ị (x + y)(x 2 + y 2 ) = 15 


1 y A + y = x 


Giải 

Đây là một dạng quen thuộc nhưng khá đẹp mắt nên tôi vẫn muốn giới thiệu cho bạn đọc. 
Viết lại hệ như sau 

J (x + y){x 2 + y 2 ) — 15 
\y 4 = x-y 

Hẳn là nhận ra có thể đưa về dạng đẳng cấp rồi phải không ? Nhân chéo lên ta được 
(x — y)(x + y){x 2 + y 2 ) — 15 y 4 X 4 — y A = 15 y 4 X = ±2 y 
Với X — 2 y, PT( 2) y(y 3 — l) = 0=>y=l^>x = 2 

Với X = -2 y, PT(2) 4» y(y 3 + 3) = 0 => y = -v^3 =► X = 2^3 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (2; 1), (2-^3; —V^3)D 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 366 

1 



X“ + \fx 2 + 2y + 1 = x 2 y + y + 1 
(x + y- 1 )yjy + 1 = 10 


Giải 


Điều kiện : y > —1, X 2 + 2?/ + 1 > 0 
Phương trình thứ nhất tương đương 


X ■ 


(x - y) + y/x 2 + 2y + 1 - {y + 1) = 0 


X 2 (x — y) + 


X 2 — y 2 


^ (x — y) I X 2 T 


i/x 2 + 2?/ + 1 + y + 1 
T + y 


= 0 


\/x 2 + 2y + 1 + y + 1 


= 0 


Dễ thấy y + 1 > 0 đồng thời để (2) có nghiệm thì X + y > 1 
Vậy suy ra X = y thay vào (2) ta được 

{2y-\)yfịf+ĩ=lữ<*y = z 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (3; 3)D 


Câu 367 


4 x 2 y 2 + 8 xy — 3 y 2 = — 1 
6 xy + 4x + y = — 3 


Giải 


Đây là bài toán do thầy Lê Trung Tín từng đăng trên Boxmath. Đây là một dạng cũng khá 
quen thuộc trong cuốn sách tôi có giới thiệu 1 câu nhưng quên khuấy mất chỗ nào rồi :sad:. 
Bài toán này thầy Lê Đình Mẫn có một hướng giải khá hay. Đó là 
Nhận thấy y — 0 không là nghiệm của hệ. 

Với y Ỷ 0 chia PT(1) cho y 2 và PT(2) cho y rồi trừ vế với vế ta được 



25 

T 


Tất nhiên đây là một hướng khá đẹp mắt nhưng không phải dễ nghĩ, hoàn toàn dựa vào kinh 
nghiệm. Tôi xin giới thiệu cho bạn đọc một ý tưởng khác của tôi cho bài này. 

Hệ viết lại 

J Ax 2 y 2 + 1 = 3 y 2 — 8 xy 
Ị3(2 xy + 1) = — y — Ax 

Bình phương phương trình (2) ta suy ra 9(4 x 2 y 2 + 1) + 36 xy = y 2 + 8 xy + 16x 2 
Thế lượng 4 x 2 y 2 + 1 = 3 y 2 — 8xy từ trên xuống ta được 

9(3 y 2 — 8 xy) + 36 xy — y 2 + 8 xy + 1&X 2 
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Đây là phương trình thuần nhất bậc 2 khá đơn giản. Ta 
nhường cho bạn đọc. 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — 


4 — a/42_ VĨ2-4 
4 ’ 13 


rút được X theo y. Việc giải nó xin 
4 + \/42 -4-^42 N 


13 


□ 


Câu 368 


y/5x - y - a/2 y - X = 1 

2y/2y — X + 3 xy — 2x 2 + y 2 + 3x — 1 


Giải 


Điều kiện : — < y < 5x 
2 y 

Hệ chứa 2 căn thức. Bạn đọc xem 2y/2y — X nó sinh ra từ đâu ? Đó là chuyển vế và bình phương 
(l).Như vậy phương trình (1) tương đương 

y/5x — y = 1 + \j2y — X <í=> 5x — y = l + 2y — X + 2y/2y — X 2a/2 y — X = 6x — 2y — 1 
Thay xuống (2) rút gọn ta được 

2x 2 — 3 (y + l)x + y 2 + 3y = 0 (x — y)(2x — y — 3) = 0 
Với X = y thay (1) ta được \J~4x — y/x — 1 x — 1 

_ _ 22 

Với y = 2x — 3 thay (1) ta được \/3x + 3 — a/3x — 6 = 1 -vv- X = ^ 

(22 35 \ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; 1), í 2 ) n 


Câu 369 


r \^2-vp = i 

\ X + a/8x + y 2 — 8 


Giải 


Một lời giải đẹp cho bài này. 

Điều kiện : y > 1, X > 2 

Từ (1) ta có \/x — 2 = 1 + i/y — 1 > 1 -vv- X > 3 
Từ (2) ta có VT > 3 + a/8.3 + 1 = 8 
Đẳng thức xảy ra khi X = 3, y = 1 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (3; !)□ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 370 


{x 2 + 9)(x 2 + 9y) = 22{y — l) 2 
X 2 — 2 — Ayy/y + 1 = 0 


Giải 


Điều kiện : y > — 1 

Đặt X 2 + 9 = a, y — 1 = b. Phương trình thứ nhất tương đương 


a(a + 96) = 22 tí 2 ^ 


a = —116 x 2 = —lly + 2 

a = 2b ^ X 2 = 2y — 11 


Thay vào phương trình thứ (2) dễ dàng tìm ra nghiệm. 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (\/2; 0), (—a/2; 0)D 


Câu 371 


{x — 2y) í 3x + 8 y + ịy/x 2 — 4 xy + ịy 2 — 16ì = —6 
(y — 4x) Ỉ3y + 2x + 2a/x 2 — 4 xy + 4:y 2 — 16 j = —10 


Giải 

Bài toán xuất hiện trong 1 đề thi thử của page Hội những người ôn thi đại học trên 
íacebook. Không hiểu tên nào nghĩ ra thể loại hệ này ? 

Cộng 2 phương trình vế với vế ta có 

(x — 2y)(3x + 8 y) + (y — 4x)(3 y + 2x) — 2(2x + 3 y) \J X 2 — 4 xy + 4 y 2 — 16 = —16 

—5x 2 — 10 xy — 13 y 2 — 2(2x + 3 y) y/ X 2 — Axy + 4 y 2 — 16 = —16 
(x 2 — 4 xy + 4 y 2 — 16) + 2(2x + 3 ỳ)\/x 2 — 4xy + 4 ý 1 — 16 + (2x + 3 y) 2 — 0 

(^2x + 3y + \JX 2 — 4 xy + 4 y 2 — 16j = 0 

<3- \JX 2 — 4xy + 4 y 2 — 16 = — (2x + 3 ỳ) 

Thay lại vào cả 2 phương trình ta có 

j (x — 2y)(5x + 4 y) = 6 
Ị (y — 4:x)(3y + 2x) — 10 

Hệ đẳng cấp rõ ràng rồi nhể. Tự giải nốt nhé ! 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (— a/2; \/2), (a/2; — v / 2)n 
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Câu 372 


■y 4 = 


121x - 122 y 


4 xy 

X 4 + 14 x 2 y 2 + y 4 — 


I22x + 121 y 

X 2 + y 2 


Giải 


Điều kiện : X, y Ỷ 0 
Hệ đã cho tương đương 




{ Axy(x 2 — y 2 ) — 
X 4 + 14:X 2 y 2 + y 4 


121x - 122 y 

X 2 + y 2 
_ 122 X + 121 y 

X 2 + y 2 


(1) 

( 2 ) 


Dạng này nếu ai chú ý thì tôi đã nêu 1,2 câu kiểu này rồi. Ta thực hiện 

f(l).x + (2 ).y (y 5 + 10x 2 y 3 + bx 4 y = 121 f (x + yf = 3 5 

( (2)1 - (1 ) y ^ \x 5 + 10 x 3 y 2 + 5 xy 4 = 122 ^ Ị (x-yf = 1 

< ì ị* + y = ĩ ^ x = 2.y = l 

\x-y=l 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (2; !)□ 



Giải 

Từ phương trình (1) ta có — 1 < X, y < 1 

Thế thì X + y + xy + 2014 = (1 + a;)(l + y) + 2013 > 0 

Rõ ràng như thế từ phương trình (2) ta phải suy ra X = y thay vào (1) và ta tìm được 


X = y = 




X = y=- 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — ( ự=; -ụ= 


V2 

'V2 ; ~V2, ÌD 



ị X* + y 2 — 1 

Ị X 10 + y 10 = g 

Câu 374 



Giải 


Liệu có thím nào chơi mũ 5 phương trình thứ nhất rồi 
Chắc chả ai điên. Ta biến đổi phương trình (1) thành 

đưa về dạng đẳng cấp bậc 10 không ? 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


2 1_1 2 _ 

X -----y — a 
2 2 


Từ đó suy ra X 2 = - + a, y 2 = - — a thay hết vào (2) ta được 


1 \ 5 , /1 \ 5 _ 1 _ 4 , 5 2 1 
— To) TỊtt — a — — tr' 5a T —CL — —— 


16 


= 0 


** a=± ị\/l (' / 3Õ- 5 ) 

Đến đây thay trở lại dễ dàng tìm được X, y 
Vậy hệ đã cho cố nghiệm : (x\y) - :jt ^5 - ^5(^30 - 5)^; -y 1^5 + c 5(-s/3Õ - 5)^j 

^ (5 + vV 3 õ- 5 ))j 
(^5 (s- s/5(V30^J ; _y_L (5 + CsíYsõ-5))) 

( 6 - 7^°^)) põĩ 5 ^^- 5) )) 

("\/u ( 5 + Cív^- 5)); J~^ (5 - ^5(^30- 5)T) □ 


Câu 375 

1 



2x 2 + xy + y = 5 
: 4 + X 3 ?/ + x 2 (y + 1) + xy + y = 9 


X 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 

X = —a/2 y = — 1 — v^2 
X = y/2 => y = \/2 — 1 


f(x 2 + l) + (x 2 + x ỉ / + ỉ /) = 6 ị X 2 + 1 = 3 

ì (x 2 + 1) (x 2 + xy + y) = 9 ì X 2 + xy + y = 3 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (—v/2; —1 — y/2), (y/2; y/2 — !)□ 
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Ta sử dụng phương pháp hệ số bất định cho bài này. Viết lại hệ đã cho theo ẩn X 

Ị x 2 (y 2 + 4y + 1) — 3 x(y 2 + 4y + 1) + y 2 + 4y — l = 0 
|3x 2 - 9x - ‘ly 2 - 8y - 3 = 0 

Thử cho các hệ số tỉ lệ với nhau. Tức là 

y 2 + ẩy + 1 _ y 2 + Ay + 1 _ y 2 + Ay - 1 _ 2 0 _ 4 

3 3 -22/2 - 2/ - 3 y 

Thay y = —2 lại vào hệ được 

Ị-3x 2 + 9x-5 = 0 
|3x 2 - 9x + 5 = 0 

Như vậy ta cần làm là lấy PT(1) + PT(2). Sẽ được 

x 2 y 2 + 4 x 2 y — 3 xy 2 + 4x 2 — y 2 — 12 xy + 12x + 4y + 4 
(x 2 — 3x — !)(?/ + 2) 2 = 0 


Đơn giản nhiều rồi. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : {x\ y) — 


(^-=) 






□ 


p/s : Thay y = 0,y = —4 ta cũng được những cách khác đẹp mắt tương tự. Hiếm lắm tôi mới 
thấy một bài hệ nghiệm đúng nhiều như này. 


Câu 377 


X 2 + y 2 + xy + 2x = 5 y 

X 3 + x 2 y — X 2 + 2 xy — 6x + 3y = 0 


Giải 


Cộng 2 phương trình vế với vế ta được 

PT(1) + PT{ 2) =>- (x 3 + xy + 2x 2 ) + (y 2 + x 2 y + 2 xỳ) — (2 y + 2x 2 + 4x) — 0 

(x + y — 2) (x 2 + 2x + y) = 0 

THI :y = 2-X 

=>• PT(1) X 2 + (2 — x) 2 + x(2 — x) + 2x — 5(2 — x) = 0 (x — l)(x + 6) = 0 

\ X = l;y = 1 
X — —6; y = 8 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


TH2 : y — —X 2 — 2x 

=+ PT( 1) X 2 + (— X 2 — 2x) 2 + x(—X 2 — 2x) + 2x — 5(—x 2 — 2x) = 0 x(x + 2)(x + 4) = 0 




ÍC = 0; 2/ = 0 

X = —2; y = 0 
X = —4; y = —8 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; 1), (—6; 8), (0; 0), (—2; 0), (—4; —8)D 


Câu 378 


2 x 2 yfxỹ + X 3 + y 3 = 4 x 2 y 
y + v% — a /— 2x 2 + 14 y — 9 


Giải 


Điều kiện : X, y > 0 
Ta có đánh giá sau 



Tức là VT > VP đẳng thức xảy ra khi X = y 
Thay vào phương trình (2) ta có 

X + y/x — V—2x 2 + 14x — 9 X 2 + 2x\fx + X = —2x 2 + 14x - 9 3x 2 + 2x\fx — 13x + 9 = 0 

Đặt t = s/x > 0 như vậy ta được 


3í 4 + 2t 3 - 13 í 2 + 9 = 0« (3í 2 - t - 3) (í 2 + t - 3) = 0 




1 + ^37 . 19 + ^37 

t — - -r - =+ X = - —r - 

6 18 

-l + VŨ . 7- VŨ 

———— =+ X = + 


t = 


^ . , . „, _ /19 + 737 19 + a/37 \ Í7- 7Ĩ3 7 - 713 ' 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 1 ---•--- 1 1 ---•--- 


18 


18 


□ 




( 1 3 1 


Câu 379 


v~x 7 X — y 2 

1,6 




—— H — = 2 

l Vỹ 7 x-y 


Diều kiện : X, y > 0 

Ta thực hiện phép biến đổi sau để đưa về 

Giải 

hệ mới 
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2 1 

Vx + Vỹ- 3 

18 1 4 

7x~y Vỹ v% 




2 1 
3 -y* + Vỹ 

18 _ 4 1 

7x-y V* Vỹ 


Ị 2.PT(1) + PT(2) 
Ịpp(2) -4.PT(1) 

Nhân vế với vế ta được 


Rõ ràng là một phương trình thuần nhất, đặt X = ty, t > 0. Phương trình trở thành 


54 


7x-y \Vx + Vỹ)\Vx Vỹ 


54 8,2 

= - + -4= - 1 ^ 


Tí — 1 t Vt 
Với X = y thay vào (1) ta được 


t — 1 =>- X — y 
t = 4 =>■ X = 4y 


1 11 

—— — — — - ^y — l^x — 1 

Vỹ 2y 2 


Với X = 4y thay vào (1) ta được 


1 11 4 16 

— — = -=>y=-=>x = — 
n - n 9 9 


2 Vỹ g y 2 


.16 4' 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; ỳ) — (1; 1), ( 4^-; 4 Ị □ 

9 9 


Câu 380 


{ 3x 4x 2 + 12 y 2 11 — Vxy 3 — 4 

y 2 gr 3 _|_ y 3 

3 y 4 y 2 + 12x 2 11 — -\/x 3 2 / — 4 

X 2 X 3 + y 3 y 


Giải 

Đây là một bài toán khá khó và mang tính đánh đố về mặt ý tưởng. Tôi xin giới thiệu cho bạn 
đọc một cách giải tốt trên Boxmath. 

Điều kiện : x 3 y > 4 

Từ điều kiện suy ra X, y cùng dấu, nên nếu (x; y) là nghiệm thì (—X, —ỳ) cũng là nghiệm. Vậy 

y 

nên ta chỉ cần xét đại diện trường hợp y < X < 0 . Đặt t — — > 1. Từ (2) suy ra 

X 

ọ 4í + 12 , * \ í n .A. „ ,Q 9 . 

3í 2 + -r— 4- < 11 =► (t - 1 3t 4 + 3t 3 - 8í 2 - t - 1 < 0 
í 3 +1 v 2 

Từ đây suy ra t < 2. Vì nếu t > 2 suy ra 

(í - l)(3í 4 + 3 1 3 - 8t 2 - t - 1) = (í - 1)(2 í 2 (í 2 - 4) + (í 4 - 1) + (í 3 - t )) > 0. (VL) 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Như vậy ta có 


3 (— . ỵ_\ + 12 0 2 + r) < 11 11 

\2/ 2 X 2 / X 3 + y 3 ~ X y 

(x — y) 2 (3x ị — 5 x 3 y — 8 x 2 y 2 — 5 xy 3 + 3 y 4 ) < 0 

=> (x - y) 2 .x A .(3t A - 5 1 3 - 8í 2 - 5í + 3) < 0 
Cộng 2 phương trình vế với vế ta được 

3 (* + »1 + = H + ỊỊ _ (Vịỹ + vịệH (3) 

\2/ 2 X 2 / X 3 + 2 / a X y \ X y Ị 


Như vậy ta có VT( 3) <-1-trong khi VP(3) > -1-(do x,y > 0). Dấu bằng xảy ra 

X y X y 

khi J 

x 3 y = ị = y 3 x _ 4/7 

•v=> X = y = V 4 

x = y 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (v^ĩ; v^4), (—•v^4; — \/Ã)n 


Câu 381 


xy + X + y = 3 

1 1 _ 2 

X 2 T 2x ỳ 2 T 2r/ 3 


Giải 


Đây là một bài toán không khó như đẹp mắt. 
Điều kiện :x, y 7 ^ 0,2 
Hệ đã cho tương đương 


(x + l)(?/ + l) =4 

1 | 1 _ 2 

(x + 1) 2 - ĩ + (y + 1) 2 - ĩ “ 3 


Ị ab = 4 

4 » < 1 1 _ 2 

[a 2 - 1 + b 2 - 1 “ 3 


a = 2, b = 2 
a = —2, b = —2 


4» 


X = y = 1 
X — y — —3 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; 2 /) = (1; 1), (—3; —3)n 


Câu 382 


[(x + 1)(|/ + l)] 2 = -9 xy 
(x 2 + 1 )(y 2 + 1) = —10 xy 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 
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(x 2 + 1 + 2 x)(y 2 + 1 + 2 y) — —9 xy 
(. X 2 + 1 )(y 2 + 1) = —10 xy 


Vì X, y — 0 không là nghiệm của hệ nên tương đương 



+ 2 = -9 


= -10 


Đặt 


X 2 + 1 


= a, 


X 


y 2 +1 
y 


— b ta có hệ mới 

(ữ + 2) (6 + 2) = —9 
ab = —10 




a = -4,6 = ^ 

5 . , 

a = 2> ò = -4 



X 


= - 2 ± 73 




y=2Vy=ị 


Trường hợp 2 tương tự chỉ là hoán đổi giá trị nghiệm. 
Như vậy hệ có tất cả 8 cặp nghiệm □ 


Câu 383 


X + Vx 2 + 1 — y + \J y 2 — 1 
X 2 + y 2 — xy = 1 


Giải 

Điền kiện :\y\ > 1 

Phương trình thứ nhất của hệ được viết lại như sau: 

X — \J ý 1 — 1 = y — \/x 2 + 1 

Bình phương 2 vế ta thu được: 

— 1 — 2 X\jy 2 — ĩ = 1 — 2yVx 2 + ĩ y\/x 2 + ĩ = 1 + X\J y 2 — 1 

x 2 y 2 + y 2 = 1 + x 2 y 2 — X 2 + 2x\/ y 2 — 1 
(x — \/y 2 — ĩ) 2 = 0 X 2 — y 2 = — 1 


Chú ý X 2 — xy + y 2 = 


— y ) 2 , (x + 2/) 


+ 


Như vậy hệ sẽ là 

(x-ĩ/)(x + y) = 1 


. ab — — 1 

^<3(x-^ + (, + ^ =1 «h“ 2 + ()2 = 4 « 


a = —1,6 = 1 
a = 1, b = — 1 

- 4=,6 = V 3 


a — 


.Vã’ 


a — —7=, b — —V?> 

73 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 





-1 

1 

1 

-1 

1 

'ỹs 

về 

1 

Ã/3 

-Vã 




X — 
X — 

X — 

X — 


0 , 2 / = 1 

0 , 2 / = -1 ^ 

2 2 

vầ’ y ~vầ o 

1 2 

~V3' y ~~V3 


Tất nhiên ta phải đối chiếu điền kiện bình phương nữa. 

/ 1 2 \ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; Ị/) = (0; 1), í -ụ=; -ụ= J □ 


Câu 384 

1 



X 3 + y X + 3x + y = 2y — 3x 


2 y 3 + xý 2 + y 2 


3x — 3 = 0 


Giải 


Hệ đã cho biến đổi thành 


(x + l) 3 + y 2 (x + 1) = 2 y 
2y 3 + y 2 (x + 1) = 3 (x + 1) 

Để ý kĩ hoàn toàn đưa về đẳng cấp được. Nhân chéo phát ta được 

3 (x + l) 4 + 3 (x + l) 2 y 2 — % 4 + 2y 3 (x + 1) 

=► 3 (x + l) 4 + 3 (x + l) 2 y 2 - 2 (x + 1) y 3 - V = 0 

Xét y = 0 ^ X = — 1 là một nghiệm của hệ. 

Xét y Ỷ 0; chia cả 2 vế cho y A ta được 

3 kutiy + 3 V - 2 i±! - 4 = 0 




Đến đây việc thay lại xin 
Vậy hệ đã cho có nghiệm 


. y , 

X + 1 

ỵ , 

x + l 

y 


V y ) 


= 1 


= 1 -a/3 




y = X + 1 


X 


= y( 1 -Vã) -1 


nhường cả cho bạn đọc :brick: 

: (x; y) = (—2; —1), (—1; 0), (0; !)□ 
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Để ý kĩ khi nhân vế với vế sẽ rút gọn hàng loạt. 

Như vậy nhân vế với vế suy ra 

X 8 — y 8 = X 8 — 1 =$■ y = IV y = — 1 

Với y — 1. Thay vào phương trình (2) ta được 

(x + l)(x 4 + 1) = X 4 + 1 X = 0 

Với y — — 1. Thay vào phương trình (1) ta được 

(x + l)(x 2 + 1) = X 4 — 1 X = —1 V X = 2 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (0; 1), (—1; —1), (2; —!)□ 


— 

x 2 y 2 + 2 y 2 + 16 = 11 xy 

X 2 + 2 y 2 + 12 y — 3 xy 2 

Câu 386 


Giải 


Nhận thấy y — 0 không là nghiệm của hệ. Chia phương trình (1) cho y 2 , phương trình (2) cho 
y 2 ta được. 





a 2 — 3 b = —2 
b 2 — 3a = —2 




a — b — 1 
a = b = 2 


Đến đây dễ dàng thay lại tìm nghiệm. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (—2; —1), (4; 2), 


1 - a/Ĩ7_ 1 - Vĩĩ' 


1 + y/Ĩ7 1 +vTA 

2 ’ 2 J 



ị X 2 + 2 y 2 + 3 xy + 3 = 0 
ị X — y+18 _ - _ 


Câu 387 



l (x + yý v v 


Nhìn hình thức có lẽ bài này đưa về đặt ẩn 
Diều kiện :x — y > 0,x + y 0 

Giải 

tổng hiệu là tốt nhất. 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Đặt yjx — y = a(a> 0) ; b = X + y(b Ỷ 0) 
Suy ra : 

,'a 2 + 6 X 2 

X + 2 y z + 3 xy — 


X — y = a 
X + y = b 


+ 2 


b — a 


2 \ 2 


+ 3 


2x = a 2 + b 
2 y = b — á 2 


a 2 + b\ (b — a 


2 ) V 2 / V 2 / V 2 

_ a 4 + 2a 2 6 + 6 2 + 2 (6 2 - 26a 2 + a 4 ) + 3 (6 2 - a 4 ) _ 66 2 - 26a 2 


Từ đó ta có hệ phương trình : 

36 2 — ba 2 + 6 = 0 


<+> 


9 b 2 - 3 ba 2 + 18 = 0 (1) 
a 2 — 9b 2 a + 18 = 0 (2) 


a 2 + 18 = 9 b 2 a 

Trừ (1) cho (2) theo từng vế sẽ có : 

(9 b 2 — a 2 ) + 3 ba (36 — a) = 0 <í=> (36 — a) (36 + a + 36a) = 0 +> 

Ta xét trường hợp khó trước, mong cho nó vô lý. 

Với 36 + a + 36a = 0 thay vào (1) ta được 

96 2 + 3a (36 + a) + 18 = 0 <í=> 36 2 + 36a + a 2 + 6 = 0 

Rõ ràng vế trái luôn dương. Vậy chỉ còn a = 36 thay vào (1) sẽ tìm được 


a = 3 \ X — y = 9 

+> < ’ +> X = 5, y = —^ 4 

6=1 I a; + y — 1 


36 — a = 0 
36 + Oi + 36(2 = 0 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = (5; —4)D 


Câu 388 


x 3 y 3 + xy 3 + ỉ/ 2 = Trĩ/ 2 — 1 
x 2 y 2 + X 2 + y 2 = ẩxy — 1 


Giải 


Phương trình thứ (2) biến đổi sẽ thành 


x 2 y 2 + X 2 + y 2 = 4aụ/ — 1 +> (xy — l) 2 + (x — yj 2 = 0 




X — y — 1 
X = y = — 1 


Thay lên phương trình (1) chỉ có cặp thứ nhất là thỏa mãn. 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = (!;!)□ 
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Câu 389 


/ \Jx 2 - 1 + y/y 2 -1 = ựxỹ + 2 
14+4=1 


Giải 


Điều kiện : |x|, \y\ > 1 

Phương trình thứ nhất tương đương 

X 2 + y 2 — 4 — xy + 2 \fxhj 2 — (x 2 + y 2 ) + 1 = 0 

Đặt a — xy, b = X 2 + y 2 ta thu được hệ mới 


í b — 4 — a + 2 Va 2 — 6 + 1 = 0 
\ b = á 2 


a — —1, b — 1 
a = 2, b = 4 





xy — —1 
X 2 + y 2 = 
xy = 2 
X 2 + y 2 = 


1 

4 




X = y = ự2 
X = y = -y/2 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (\/2; v^2) , (—V + — a/2) □ 


Câu 390 


x(y - 9) + y/y - 1 + 1 = 0 
í/(18x 2 + 1) = 3z + 22 + (xy + l) 2 


Giải 


Điều kiện y > 1 

Phương trình thứ nhất suy ra 

(ic(ỉ/ — 9) + l) 2 — y + 1 = 0 x 2 y 2 — 18 yx 2 + 2xy + ‘ồlx 2 — 18x + 2 — y = 0 
Phương trình thứ hai thì : 


18 yx 2 + y — 3x — 23 — x 2 y 2 — 2 xy — 0 

Cộng 2 chú lại ta được 

81íC 2 — 21x — 21 = 0 ÍC = - — 

54 

Thay lại tìm y (khá lẻ) 

, , ' , . /7 + v / 8Õ5 327 - 3 a/8Õ5 - ^36782 - 842V/8Õ5 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — Ị-—-;----- 

Ị7 - Ự8Õ5' 327 + 3v^8Õ5 + ^36782 + 842 7 805 
^ 54 5 28 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


2.14 Câu 391 đến câu 410 


X = {y 2 - 1) (y + 2) + 1 

xy (;xy — l) 2 + x 2 y 2 = (x + 1) (x 2 + X + 1) 


Câu 391 


Giải 

Biến đổi phương trình (2) trở thành 

xy(x 2 y 2 — xy + 1) = (x + l)[(x + l) 2 — (x + 1) + 1] f(xy) — f(x + 1) 

Với f(t ) — t 3 — t 2 + t đơn điện tăng, từ đó ta có ngay xy = X + -- thay lên (1) ta 

y - 1 

được. 

" y = 0 


y- 1 


= (y 2 -l)(y + 2) + l^ 


y = 


-1 ± Vũ 


Từ đó trả lại biến X 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (—1; 0), 


' 3 -VĨ 3 -1-^13 \ Í3 + VĨ3 \/Ĩ3- 1 ' 


□ 


Câu 392 


X 3 — x 2 y = X 2 — X + y + 1 


X 


9 y 2 + 6(x - 3 ỳ) - 15 = 3^6x 2 + 2 


Giải 

Phương trình thứ nhất tương đương 

(x 2 + 1) (x — y — 1) = 0 y = X — 1 

Thay vào (2) ta sẽ được 

(x - l) 3 + 3(x - 1) = 6x 2 + 2 + 3^6x 2 + 2 
Do f(t) = t 3 + 3t đơn điệu tăng nên suy ra 

X — 1 = v^6x 2 + 2 y^x 3 — 9x + 3 — 3 = 0 

Phương trình này nghiệm duy nhất khá lẻ, ta có thể làm bằng đặt ẩn kiểu Hypebolic tôi đã 
giới thiện ở câu 215. Tuy nhiên, tinh tế ta sẽ biến đổi nó về 


(x + l) 3 = 2(x — l) 3 X + 1 = V2(x — 1) <=> X = 


^2 + 1 
Vĩ-l 


( -Ị- \ 2 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; ỳ) — ' -—•- 


V2-l’ V2-1 


□ 
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Điều kiện :x, y V 0 
Hệ đã cho tương đương 


{ y(y - = -3x 

x(x + -) = —y 

y 


Nhận (1) với (2) vế với vế ta được 


( 1 ) 

( 2 ) 


(y- hv + h 

X y 


4 

= 3 xy -- = 3 +> 

xy 


xy — 4 
xy = —1 


Đến đây đơn giản rồi ! 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (—1; 1), 


(~h~ 2r ¥ 


Câu 394 


4 + (5x 2 + 2y — 1) Xy/ỹ — 5x 2 + y (2 + 3x 2 ) 


4x + 5y/ỹ + 


2 (3x 2 + 5) 

Vỹ 


ĩ>x 

Vỹ 


Giải 


Điều kiện :y > 0 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương 


3 x 2 y — ( 5x 2 + 2 y — l)xVỹ + 5x 2 + 2y — 4 = 0, (1) 


A : 


cV ỹ = (5x 2 + 2 y- 1) -12(5x 2 +2r/-4) = (5x 2 + 2 y- 1) -12(5x 2 +2r/-l)+36 = (5a: 2 + 2 y- 7) 


Do đó (1) [3xVỹ — 5x 2 — 2y + Vj ịxVỹ — l) = 0 
Phương trình thứ hai của hệ tương đương 


3xVỹ — — 2,y + 4 = 0 (2) 

Vỹ-1 = 0 (3) 


4xVỹ + 5y + 6x 2 + 10 = 5x, (4) 

Thực hiện 4.(2) — 3.(4) được —38x 2 + 15x — 14 = 23 y > 0 vô lý vì A x — —1903 < 0 
Xét (3) <í=> Vỹ — X thay vào (4), được f(x) — 6x 4 — 5x 3 + 14a: 2 + 5 = 0 
Dễ thấy phương trình này vô nghiệm. 

Vậy hệ đã cho vô nghiệm □ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 395 


Ị y/2x + 1 - y/2y + 1 = y - X 
\ 16 x 2 y 2 + 5 = 6 ự 4x 2 y + X 


Giải 

Nhiều người nhận xét câu này chẳng có gì đặc biệt khi từ phương trình (1) đã rút ra được 
X — y rồi. Tuy nhiên cái hay ở sau 

Điều kiện : X, y > ^ 

Phương trình thứ nhất tương đương 

(1) (x — y) { , = -— — +1] — 0 ^ X — y 

y J K ’ \V2^+Ĩ+VW+Ĩ ) 

Thay vào (2) ta được 

16x 4 + 5 = 6\^4x 3 + X 

Đối với hình thức hệ này đánh giá là công cụ tốt nhất. Nhẩm được nghiệm X — - và ta tiến 

hành tách ghép phù hợp. 

Để phương trình có nghiệm hiển nhiên X > 0 
Ta có 

6y/4:X 3 + x = 3ự2Ã^ụ^+ĩ) < 2 + 4x + 4x 2 + 1 
16t 4 + 5 < 4x 2 + 4x + 3 


<=> (2x — l) 2 (2x 2 + 2x + l)<0<t»x=^ 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : {x\ y ) = 



□ 


Câu 396 


Ị 3x 2 - 2x - 5 + 2xVx 2 + 1 = 2 (y + 1) Vỉ/ 2 + 2y + 2 
\ X 2 + 2 y 2 = 2x — 4y + 3 


Giải 


Trừ hai phương trình vế với vế ta được 


V X 2 + 1 + X 


\J{y + lf + l+y + l 


Dễ thấy hàm số cần xét là /(í) = (Ví 2 + 1 + í) 2 và hàm này đơn điệu tăng. Từ đó suy ra 
X = y + 1 thay vào (2) ta được 


(y + l) 2 + 2y 2 = 2{y + 1) - 4ỉ/ + 3 


y = — 2 X = — 1 

2 5 

y = — =>■ X = - 

3 3 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : {x\ y) — (—2; —1), 



□ 
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Câu 397 

1 




Giải 

Từ phương trình đầu ta có (x — 1)(£ + 6) > 0 < g 

Từ phương trình (2) ta lại có 

(x + 2) 2 < 9 4» -5 < X < 1 

Vậy suy ra X = 1 và y = 4 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (1; 4)D 


Câu 398 


/ y/x + 2y - yjx - 2y = 2 
\ \/x + 3 + \JX 2 — 4 y 2 — 5 


Giải 


Điều kiện : X > —3, X > 2y 

Để ý ở phương trình (2) có lượng y/X 2 — 4y 2 sinh ra từ việc bình phương (1). Vậy bình phương 
(1) suy ra 

X — 2 = \J X 2 — 4 y 2 

Thay xuống dưới ta được 


\/x + 3 + £ — 7 = 0^x = 5=>y = ±2 

Chú ý đến điều kiện bình phương (1) ta loại y = — 2 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = (5; 2)D 


Câu 399 


ỉ 


y 

X 2 + xy + y 2 + X H-= 2 

X + 1 

2/ 2 

2 x + y + = 2 

X + 1 


Giải 

Hệ đã cho tương đương 

í (x + ỉ/ + l)(-^— + x) = 2 
(£ + y + 1) + + x) = 3 

V X + 1 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Đặt X + y + 1 = a, 


X + 1 


+ X = b ta có hệ mới 


ab = 2 
a + b = 3 




a = 1,6 = 2 
a — 2, b — 1 



[1 

X + y = 0 

2/2 +x - ° 


2 

1 ^ 

1 

U+1 + 

x + y = 1 

y2 1 X - 1 




U + 1 +I 1 

L 


X = 0, y = 1 
X = 1, y = 0 

1 - vTf \/Ĩ7- 1 
z = -—-—,y = 


X — 


4_ 4 __ 

1 + VĨ7 -1 - VĨ7 

—T—,2/ =-r-— 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = (0; 1), (1; 0), 


1 - vT 7 _ VĨ 7 -l\ /l +-1 - vTf' 


□ 


Câu 400 


2y + 2 + X (?/ 2 + 2y) = 0 

X 3 


Ỉ/ + 1- 


3x 


3x 2 - 1 


= 0 


Giải 


Điền kiện : X V —= 

/3 

Đặt y + 1 = a thì hệ đã cho trở thành 


2 a + x(a 2 — 1) 
X 3 — 3x 
3x 2 — 1 


2a 


< 


X = 


a — 


1-a 2 
X 3 — 3x 

3x 2 - 1 


Đến đây hẳn phải nhìn thấy tư tưởng lượng giác hóa rồi nhỉ ? Xin nhường lại cho bạn đọc làm 
nốt. _ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (0; —1), ^±\/5 — 2a/5; —1 =F ^2a/õ — 2\/5 + y/5(5 — 2\/5)^ 
Ị±\/5-2V5; -1 =F - 2^5 - ^5(5 — 2^5)^^ □ 


Câu 401 


X 2 + 1 - 2/a/x + y = y 
X 2 (x T 2/ — 2)Tx — 2 = 5j/ 


Giải 


Điều kiện : X + y > 0 

Nhận thấy y = 0 không là nghiệm của hệ. Hệ đã cho viết lại thành 


X 2 + 1 —-— 

-^-ựw+ỹ = l Ị a _ b = 1 

x -tl ix + y . 2) = 6 ^b>(f> 2 -2) = 6 

y 




a = 3 
6 = 2 
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«4- 


X + y = 4 
X 2 + 1 = 3y 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = 


-3 - 753 11 + 753 

X = -—-—, y = —- 

^ 2 7 ơ 2 
753 - 3 11 - 753 

L 2 2 

-3 - 753 11 + 753 ^ / 753-3 11 - 753 ^ 

2 5 2 J 


□ 


Câu 402 


X 2 + y 2 = 3x — Ay + 1 

37(7 + 9) - 2 y 2 (y 2 + 9) = 18(7 + y 3 ) + 2y 2 {7 - y) + 3 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 


x(x — 3) + y(y + 4) = 1 
3x 2 (x — 3 ) 2 — 2y 2 (y + 4 ) 2 = 3 


4» 


a + b = 1 
3a 2 -2b 2 = 3 




a = 1, b = 0 
a — —5, b — 6 




3 + 7Ĩ3 

x=-7—, 2 / = 0 V4 

VN 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; 2 /) = 


3 ± 7Ĩ3 \ / 3 ± 7Ĩ3 

Õ ỉ ^ M 


4 □ 


Câu 403 


8737+4 = -X + y 

16(7 — y) + 673 — 47 = 16 y + 21 + 67 y + 1 


Điều kiện : y > — 


4 

3 


Phương trình thứ 2 tương đương 


Giải 


167 — 247 + 18x = 16 y + §ựy + 1 167 — 247 + 18x + 16 = 16(x + 1) + 6ựy + 1 

Nhìn vào hình thức này có lẽ sẽ xét hàm. Tuy nhiên vế phải có dạng khuyết thiếu bậc 2 trong 

7 bí 

khi vế trái lại có. Vậy ta đối biến X — u—— u + ^, t — 7ỹ + ĩ- Như vậy phương trình 
(2) sẽ là 

16tí 3 + 16 u = 16í 3 + 16t o u = t o X = + ựy + 1 

Thay lên (1) ta được 


8737+4 + 7 V + 1 = i 2 <^y = 7^x = - 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — 



□ 


Câu 404 

1 



y/2x-l -y(l + 2V2x - l) = -8 
y 2 + yy/2ỹ — 1 — 4x — 2x + y = 13 


Giải 


Đây là một bài hệ khá khó, tuy nhiên anh Nguyễn Xuân Nam, một người bạn của tôi trên 
íacebook đã chơi nó bằng 5 cách khác nhau. Tôi xin giới thiệu cho bạn đọc cách là dễ hiểu nhất 
đối với bài này. Đúng như lời ảnh nhận xét : đây là một ví dụ cho câu nói "Cần cù bù thông 
minh" 

_ 1 3 

Diễu kiện : X > y > - 
2 2 

Đặt y/2x — 1 = a > 0. Từ phương trình (1) ta rút ra 

CL T 8 
y= 1 + 2 a 


Thay vào phương trình (2) ta được 


/ a + 8 y / a + 8 \ I —4a 3 — 2a 2 — 4a + 13 D 2 I ư + 8 
\1 + 2a/ + Vl + 2 a) \j 1 + 2a a + 1 + 2a 


14 


Đặt vế trái là f(a). Ta có 

f/( n \ —30(q+8)(2«+l) _ 15 / -4q 3 ^2a 2 -4q+13 1 / q+8 5 

■> \ a > (2a+l) 4 (l+2a) 2 ' y l+2a ‘ 1 “Vl+2ay 


-16a 3 -16a 2 -4a-3ũ 

(l+2a) 2 

■ o . / -4a 3 -2a 2 -4a + 13 

2 -V - l + 2ã - 


— 4a — 


15 

(l+2a)2 


< 0 


Vậy phương trình này có nghiệm duy nhất a = l=>x = l,y = 2 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (1; 2)D 


Câu 405 


2y/2x — 3 y + a/5 — X + y — 7 
3a/5 -x + y - y/2x - y - 3 = 


1 



Giải 

Bài toán trên xuất hiện 3 căn thức khó chịu. Nếu ta đặt chúng lần lượt là a, b, c > 0 thì đã có 
2 phương trình, cần tìm thêm một phương trình nữa biểu diễn mối quan hệ giữa 3 ẩn. 

Đặt yJ2x — 3 y — a, y/2x — y — 3 = b, y/5 — X + y = c, a, b, c > 0 hệ đã cho tương đương 

{ 2a + c = 7 ị 2x — 3y = 9 

3c — b = 1 ^ a — 3,b — 2, c — 1 ^ 1 2x — y — 3 — 4: X — 3, y — —1 

a 2 + ò 2 + 4c 2 = 17 [ 5 — X + y = l 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (3; — !)□ 
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9 X 5 + X 4 + 1 

Câu 406 


ỳ- 2,11 

X 1 + X + 1 


X 2 + y 2 — 3 xy — X + 3y — 1 = 0 


Giải 

Phương trình (2) A không đẹp. Sẽ phải khai thác từ (1). Với hình thức thế kia có lẽ vế phải sẽ 
rút gọn được. Vì mẫu không thể phân tích được nên dự đoán trên tử sẽ có nhân tử X 2 + X + 1. 
Tiến hành nhóm ta sẽ được X 5 + X A + 1 = ( X 3 — X + l)(x 2 + X + 1) 

Như vậy hệ sẽ là 

y 2 = X 3 — X + 1 

X 2 + y 2 — 3 xy — X + 3y — 1 = 0 
Thay y 2 từ (1) xuống dưới ta được 

(x — l){x 2 + 2x — 3 y) — 0 

Với X — 1 =>- y — ±1 
+ *2x 

Với y =- ^ — thay vào (1) ta giải ra 

" X 

X 

X 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : 

ư ,) = (1; 1), (1; -1), (3; 5), 3 =N5) . (i±kũ; □ 


=3^y=5 _ 

1- y/Ĩ3 . 3 — vT3 

2^2 
I + Vĩs . 3 + \/Ĩ3 

- 2 ^ y ~ 2 


Câu 407 


Ị Vx 2 - 2x + 2 + ỳy 2 -2y + 2 = 2 
\ \[x + y/y + 3 = 3 


Giải 

Phương trình thứ nhất tương đương 

V / (x-l) 2 + l+^(|/-l) 2 + l = 2 

Dễ thấy VT > VP. 

Đẳng thức xảy ra khi X = y = 1 thay vào (1) thỏa mãn. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x]y) — (!;!)□ 
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Chương 2. Tuyển tập những bài hệ đặc sắc 


Câu 408 


\j2x — y + \/3x — 2 y = 2 
2-ự3x — 2 y + 5x + y = 8 


Giải 


Đặt a — \J2x — y, b = y3x — 2y 
Sử dụng đồng nhất sau 

5 X + y = 13(2x — y) — 7{3x — 2 y) 

Vậy hệ đã cho tương đương 


a + b — 2 

2b - 7b 3 + 13a 3 = 8 


a — b — 1 




2x — y = 1 
3x — 2y = 1 


X — y = 1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = (1; !)□ 


Câu 409 



= 0 


Giải 


Để ý phương trình (1) 2 biến x, y hoàn toàn tách rời nhau và ta hi vọng nó sẽ ra ctược điều gì 
đó, với hình thức này có lẽ là hàm số. Phương trình (1) viết lại thành 

(2x + 1)(2 + V(2t + 1) 2 + 3 = —32/(2 + + 3) 

Chưa phải cùng 1 dạng hàm. Nhưng để ý 9 y 2 — (—3 y) 2 . Khi đó 2 vế đều có dạng 

f(t ) = 2i + ía/ t 2 + 3 


Hàm này đơn điệu tăng, từ đó ta suy ra 2x + 1 = —3 y thay vào (2) ta được 

4x 3 + 2x + 3\j2x + 2 = — 6 T = — 1 

Vì vế trái đồng biến nên phương trình này có nghiệm duy nhất. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; ỳ) — 


' 1; p D 


Câu 410 


27ỹ i — 3x 2 + 9y = 1 

^+V3ỹ=ịỉT2 J^+ỹ) 


Giải 

Điều kiện : x,y > 0 
Đe ý phương trình thứ (2) 
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Đẳng thức xảy ra khi 
Thay lên (1) ta được 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — ( 1; ^ ) □ 


(a/Ĩ + v¥) 4 < 4(x + 3 y) 2 < 8(x 2 + 9 y 2 ) — VP 
= ựĩiy 4» X = 3y. 


x đ — 3x 2 + 3x — l = 0<»x=l^í/=^ 

y 3 


Rễ của sự học tập thì đắng, quả của sự học tập thì ngọt. 
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Chương 3 

Cập nhật các bài toán mới 


Hà Nội ngày 25 tháng 11 năm 2013 


Các bạn thân mến, sau khi tôi gửi tài liệu này lên diễn đàn k2pi.net, nó đã được chia sẻ 
trên khá nhiều các trang mạng khác và tôi cũng nhận được khá nhiều thư góp ý, phản hồi. Tôi 
quyết định làm phiên bản 2 của tài liệu bằng cách bổ sung thêm các bài toán mới cho nó :). 


3.1 Từ câu 411 đến câu 440 


X + y — ặ7 
X 4 — y 4 = 4x — 3 y 


Câu 411 


Giải 


Đây có thể coi là một biến thể của "bộ 3 nguyên tử" 160,161 và 219. về độ khó thì nó đã được 
rút bớt đi một chút. Nhiều cô bé, cậu bé khi nhìn vào hệ này có thể chọn cho mình phương án 
thế sau đó giải phương trình bậc 4. OK không sai ! Cũng ra nhưng phương trình bậc 4 với hệ 
số lẻ như này e rằng khó có thể giải nhanh được. Hãy vẫn giữ nguyên tư tưởng làm như 3 câu 
trên. 

Đặt X + y = a,x — y = b ta có 


X 4 — y 4 = (x 2 — y 2 )(x 2 + y 2 ) — ^ab (a 2 + ò 2 ) 
4x _ 3 = 7(x-y) + {x + y) = 7 b + a 

x y 2 2 


Vậy phương trình (2) tương đương với 


ab(a 2 + b 2 ) — 7b + a 
ab(a 2 + b 2 ) — a 3 b + a 
•v^ò 3 = 1 b = 1 


Như vậy tức là 



y 


X 


v ^+1 

2 

^ 7-1 

2 
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Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 


v^+l. 

2 ; 2 J 



' 2x + hy ĩ — hy 

Câu 412 < 

1 + 10 xy 1 — 3hy 

2x - hy 11 - 2x 

1 

, 1 — 10 xy 1 — 22x 


Bài toán này tôi sáng tác dựa vào ý tưởng của câu 290. ở đây tôi sẽ không giải chi tiết mà tôi 
muốn khai thác cho các bạn nét sâu xa của 2 bài "tà hệ" này. Trước hết hãy điểm qua câu 290 
và 2 cách giải của nó. 

{ x + y _ 1-2 y 

\+— X y ỉ~3>x 

1 — xy 3 — X 

Giải 

Điều kiện : xy Ỷ ±1, X Ỷ 3, y Ỷ 2 

Cách 1 : 

u — 1 V — 1 TT ^ 

Đặt X — ——, y — ——. Hệ đã cho tương đương 
u+ 1 V + 1 


u — V 2 — u 


u + V 2 + u 
uv — 1 3 — V 


uv + 1 3 + V 


Ap dụng tính chất tỉ lệ thức cho phương trình (1) ta có 

u — V 2 — u 2 — V 2 + V — 2 u 

u + V 2 + u 2u + V + 2 2 — V 

(2 — V ) 2 + (2 + V ) 2 — 4 u 2 u 2 = 2v (*) 

Tương tự áp dụng cho (2) ta có 

uv — 1 3 — V 3u — uv 3u — 1 3u + 1 — 2 uv 

uv + 1 3 + V 3 u + uv 3u + 1 + 2 uv 3u — 1 

=>■ (3 u — l) 2 = (3 u + l) 2 — 4 U 2 V 2 -v^ 3 u = U 2 V 2 (**) 

Từ (*) và (**) ta có hệ mới 

T 2t ’ =► ư 6 = 12ư 4» u = ỰỸ2 , V = ịfị 

\u V =3 u V 2 

tfĨ2-l . '/I -1 

4 1 = - 77 =- 7 , y — - 7 =- 

ĨH+1 ii*. 
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Chương 3. Cập nhật các bài toán mới 


Cách 2: 

Phương trình (1) tương đương 

X + y , 1 — 2y _ 

+ 1 = 4—— + 1 


1 + xy 
X + y 


Qr + 1)(2/ + 1) —3 (y — 1) 


2 - 


1 = 


-1 


1 - 21 / 


4» 


44 


1 + xy 2 — y 

(x + 1 ) (y + 1 ) _ 1 + xy 

-3 ( 2 / - 1) ~ 2 -y 

(x - 1 ) (y - 1 ) 1 + xy 


1 + xy 

(x - 1 ) (y - 1 ) 
1 + xy 


2 -y 

- (y + Ị) 

2 - 2 / 


<=> —3 (a? — 1) (y - l) 2 = (x + 1) (y + l) 2 


y + 1 2 — 2 / 

Tương tự với phương trình (2) ta cũng có 

X — y , 1 — 3.X' 

+ 1 = „ + 1 


1 — xy 

x-y 

1 — xy 


1 = 


3 — X 
1 - 3x 

3 — X 




xy 

o-2(x - l) 2 (y+1) = (x+ 1) 2 (y - 1) (**) 


— (x + 1) (y — 1) —4(ic —1) 

1 — xy 3 — X 

(x - 1) (y + 1) _ -2 (x + 1) 

1 — xy 3 — X 


Từ (*) và (**) ta đặt a — 


X — 1 y +1 ^ 

, 0 = và ta lập một hệ mới 


X + 1 


y 


f —3 a = b 2 

í 5/9 í 

6= \/ 9 


’ 1—— 4» 

-2 a 2 = ị ì 

. 1 

l b 

a — \ —— 

\ 

V 12 l 


X 


X + 1 

y + 1 
y -1 


1 

Ĩ2 


9 

2 




ỉ/ = 


X — 


--1 


p_ +1 

v^Ĩ2 - 1 

v^Ĩ2 + 1 


/ 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 


ỰỸĨ-l V 2 


ị - 1 


V^Ĩ2 + 1 ’ ,/9 


V 


- + 1 


\ 


□ 


Một câu hỏi đặt ra là tư tưởng nào cho ta cách đặt kia, và vì sao những bài hệ này hình thức 
giản đơn nhưng sao cách làm và nghiệm của nó lại khủng khiếp như vây. Tôi bắt đầư từ cách 
1. Như tôi đã nói ở câu 290, hệ này dường như được xây dựng từ hàm lượng giác Hypebolic. 
Trước hết nhắc lại các hàm Hypebolic đã 



tanh X — 


coth X — 


sinh X 


Hai công thức sáng tạo nên bài toán là 

tanh X + tanh y 


tanh(x + y) = 


1 + tanh X tanh y 


tanh(x — ỳ) = 


tanh X — tanh y 
1 — tanh X tanh y 
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Bài 290 được xây dựng bắt đầu từ hệ sau 


tanh(x + Y) — coth(Ả; — Y) 
tanh(x — Y) — coth(Z — X) 


tanh X + tanh Y 


.. ) 1 + tanh X tanh Ỵ 
1 tanh X — tanh Y 


1 — tanh À" tanh Y 


1 — tanh k tanh Y 


tanh k — tanh Ỵ 
1 — tanh l tanh X 


tanh l — tanh À" 


Với k, l là những số thực. Đổi ẩn 


tanh X — X, tanh Y — y, tanh k — 2, tanh l — 3 

là ta đã thu được bài 290. Tất nhiên kiểu đặt như cách 1 cũng có lý của nó. Để ý 

e 2X — 1 u — 1 
tanh X = X = = —— 

e 2X +1 u + 1 

e 2ĩ — 1 V — 1 

tanh Y — y — — = —— 

e zỵ + 1 V + 1 

Giờ đã hiểu vì sao nó làm cách 1 ảo diệu vậy rồi chứ. Việc còn lại hoàn toàn là kĩ năng sử lí tỉ 
lệ thức không có gì mới mẻ cả 

Còn cách 2 thì sao. Thực ra nó cũng biến tấn từ cách 1 mà ra cả. Để ý 

u — 1 1 — X 


V — 1 

y = XTỸ 

V + 1 


=>■ V — 


1 - 2 / 
1 + y 


Như vậy ý tưởng của ta là biến đổi sao cho xuất hiện các lượng X — l,x + l,y — 1,7/ + 1. Dựa 
vào hình thức hệ trên còn cách nào tốt hơn việc thêm bớt hằng số 1 vào cả 2 phương trình đâu. 


Câu 412 tôi lại sáng tác dựa vào hệ sau 

Ị tanh(x + Y) — tanh(fc — Y) 

Ị tanh(X — Y) — tanh(/ — X) 

ở đây tôi đổi ẩn tanh X = 2x, tanh Y — 5 y, tanh k — 7, tanh 1 — 11. Bạn đọc hãy thử vận dụng 
làm nó xem, tất nhiên với hệ gốc kia thay đổi 1 chút về hàm là sẽ sinh ra các bài hệ khác nhau. 
Và nghiệm của chúng thường rất đồ sộ. 


Nghiệm câu 412 : (x; y ) = 


/ 4 /w 

1 3V 1600 .1 


/40 


+ 1 , \h- + l 
27 ~ 




2 4 J 729 


V 


1 5 //? 
V 27 


□ 


7 


3 V 1600 

Dạ vâng rất trâu bò và khủng khiếp, loại này có lẽ các bạn nên xem cho vui thôi :D 
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Chương 3. Cập nhật các bài toán mới 



í 27Ì 1 

X + v =1 + 7/ 

X + y 

1 1 

Câu 413 



+ = 1 
k X + y 277 / 


Giải 


Điều kiện : X, y > 0 
Hệ đã cho tương đương 


2ựx 

X H - = 1 + 7/ 

X + y 

-2ựxỹ+^ỹ- + 1 = 0 

x + y 


Đặt y/ĩ — a, y/ỹ = b a, b > 0. Hệ đã cho trở thành 


a 2 - b 2 + 


2 a 


-1 = 0 


a 2 + b 2 
, 26 
2 ab H— 0 T n +1 = 0 


-ò 2 + 


2a 


-1 = 0 




cư + b 2 


a 2 + b 2 
„ , . , 2 bi 

-2 ữbi H —ỹ — I — —r +7 = 0 
GT + ò 2 


Lấy trên trừ dưới và đặt z = a + bi ta được 


(ữ + bi) + 


2 2(a — bi) 


a 2 + b 2 


(1 + 7) = 0 


<^z 2 + - - (1 + i) = 0 

z 

<&z 3 - (1 + i)z + 2 = 0 

THI :z = l + i^x = y = l 
TH2 : z 2 + (1 + i)z - (1 - i) = 0 




z = 1 + 7 

z 2 + (1 + 7 ) 2 ; — (1 — 7 ) = 0 


A = 4 — 27 = (í + ui ) 2 = 

Đến đây trả lại biến a, b sẽ là 


t 2 — ú 2 = 4 
tu — 1 




't = -TãTTõ 
77 = -(75 - 2)72 + 75 

't = 72 + 75 
77 = (75-2)72 + 75 


-1 - 72 + 75 
a= 2 7 

-1 - 272 + 75 + 75(2 + 75) 

b — -—--- 

_ 2 

-1 + 72 + 75 

o= ^7zi , 

-1 + 272 + 75-75(2 + 75) 

b — -—--- 

2 


Cuối cùng trả lại biến X, y ( kinh khủng quá không gõ nổi ) 

Vậy hệ dà cho có nghiệm : (x; *) = (!;!), t i±Ă±|kI± Ã ; ^ - 1 - 7^ -) _ 
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/3 + 75-272 + 75 75-1 + 2-775-2^ 

[ — 4 ; 1 ì 

p/s : @@ 


Câu 414 


7^ + 1 + </x-l - 77 + 2 = y 

X 2 — 2 x(y — 1) + y 2 — 6y + 1 = 0 


Giải 


Đây là câu trong đề tuyển sinh Đại học khối A năm 2013. Xu hướng ra đề của Bộ hiện nay có 
vẻ như là câu hệ và câu bất đẳng thức luôn sử dụng tính đơn điệu của hàm số. 

Điều kiện : X > 1 
Từ (2) ta có 

Ay = (x + y — l) 2 y > 0 

Đặt u = \Jx — 1 > 0. Suy ra phương trình (1) trở thành 


7w 4 + 2 + u = 77 + 2 + y 
2 1 3 

Xét f(t) — 7í 4 + 2 + t có f'(t) — + 1 > 0 với t > 0 

7í 4 + 2 

Từ đó suy ra y = u tức là X = 7 + 1 thay vào phương trình (2) ta được 


y(y - 7(7 + 7 + 7 + 37 + 37 + 3y + 4) = 0 & 


y = 0 =$■ X = 
y = 1 =y X = 


1 

2 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (. X ; y) — (1; 0), (2; !)□ 


Câu 415 


7^ 4 7 — (x 2 + 7) + 1 = 1 — xy 
7l — X 2 + y/l — y 2 — 72 


Giải 


Điều kiện : 


—l<x,y<l 
X 4 y 4 — (x 2 + y 2 ) + 1 > 0 
a > 2b 


-1 < b < 1 


Đặt a — x 2 + y 2 ,b — xy - 
Từ (1) ta có 

7& 4 — a + 1 = 1 — b ò 4 — a + 1 = ò 2 — 2b + 1 a = b 4 — 2b 2 + 2 b 


Lại có a > 2b suy ra b 4 — 2b 2 + 2b > 2b b 2 (b 2 — 1) > 0 

Mà b e [—1; 1] nên ò 2 (ò 2 — 1) < 0 a = 26 X = y. Vậy suy ra b = 0, ±1 

Với 6 = 0=^x = ỉ/ = 0 (thỏa mãn) 
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Chương 3. Cập nhật các bài toán mới 


Với b=l=>x = y = l (không thỏa) 

Với b = —1 => X 2 = —1 (loại) 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (0; 0)D 



Thoạt nhìn hình thức bài toán khá là dễ xương nhưng khi đặt bút vào ta mới thấy độ hiểm 
hóc của nó. Không biết có trùng với ý tưởng tác giả không nhưng tôi xin đề xuất một cách giải 
rất "phũ" với em này. 

Lập phương phương trình thứ nhất ta được 

X 3 + y 9 + 3 xy 3 (x + y 3 ) — 8 x 3 y 6 

Tiến hành thay X 3 + y 9 = 2 xy 4 và X + y 3 = 2 xy 2 vào đẳng thức trên ta được 

2 xy A + 6 xy 5 — 8 x 3 y 6 2 xy 4 (xy — 1 )( 4 xy + 1 ) = 0 

THI : X = y = 0 

TH2 : xy — 1 thay vào (1) ta được 

y 4 - 2 y 2 

TH2 mỗi 

: (x- y) = 


TH3 : xy — — c tương tự 
Vậy hệ đã cho có nghiệm 


+ 1 = 0^ 


y — 1 =>■ X — 1 
y = —1 => X = —1 


tội nghiệm không đẹp cho lắm 
(0;0),(-l;-l),(l;l), 


□ 


Câu 417 


2x(x + s/x 2 + 1) = ì — y A 

2v^Tĩ-^ + i) _ị 


Giải 

Đây là một bài toán có lẽ ý tưởng của nó khá đặc sắc. Để ý kĩ phương trình (1) nó sẽ là 

(x + Vx 2 + l) + y A = Ị 

Và phương trình (2) là 

2Vx 2 + 1 = y 2 + -= + ị 

y 2 2 
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Với hình thức này có lẽ sẽ đặt ẩn phụ. Đặt t = X + \Jx 2 + ĩ, u = y 2 > 0. Nhưng còn 2 \/ X 2 + 1 

biểu diễn theo t như nào. Để ý t = . --v^ - = \Jx 2 + 1 — X. Như vậy 

Vx^Tĩ-x t 


t + ^ = 2Vx 2 + ĩ 


Suôn sẻ hết rồi. Khi đó hệ trở thành 


( _ , 5 1 

(, „ „ 5 1 

f - 5 í 

\ t +U = A 

(t - u) 2 + 2 tu=j 

\a 2 + 2b=°- 

) 1 4 1 1 ^ \ 

t-u ỉ « 

ị ư l 4 ^ ì 

1 t — — u -ị -h - 

\t — u= -h 7 - 


l t u 2 1 

l tu 2 1 

{ b 2 \ 





ịt-u=-ị 

t = —l,u = —~ (Loại) 

£ + \/:c 2 + l = 7 ] 

1 2 ^ 

1 2 ^ } 

2 ^ < 

{ tu= 2 

t — u — 1 (Thỏa mãn) 

U 2 = 1 1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x]y)= 1—1 ) □ 


Câu 418 


\Jx 2 — y 2 — xy(x + 3) 
x 2 (l — 4 xy 2 ) — y 2 ( 1 + 8x 2 ) 


Giải 


Phương trình (2) viết lại thành 

2 „2 _ 0,2 .2 I A „ 3„.2 

ÍC — y = 8x y + 4a; ?/ 

Có liên quan đến (1). Sử dụng phép thế xem sao. (1) tương đương 

xy(x + 3) > 0 
X 2 — y 2 — x 2 y 2 (x + 3) 2 

Kết hợp lại ta được 

ẩx 3 y 2 + 8 x 2 y 2 = x 2 y 2 (x + l) 2 x 2 y 2 (x + l) 2 = 0 


X = 0 ^ y = 0 
y = 0 X = 0 

X = —1 y = —-= 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (0; 0), ( —1; 1; — ự= ) □ 
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Chương 3. Cập nhật các bài toán mới 


Câu 419 


'2x(y + l) - 2y(y-l) = 3 

/2 I „ _ I/ + 4 
yjx 2 + y-x= - 7 == 
2 ựx 2 + y 


Giải 


Phương trình (2) có vẻ thiếu tự nhiên khi X 2 + y lại tách thành \J X 2 + y, \J X 2 + y rồi chia 
xuống dưới. Có lẽ chủ ý che giấu ý tưởng xuất phát từ nó. 

Điều kiện :x 2 + y > 0. 

Phương trình (2) tương đương 


2{x 2 + y) — 2 x\Jx 2 + y = 4 + y ^ X 2 + y — 2 x\Jx 2 + y + X 2 = 4 r \/ X 2 + y — x) — 4 


THI : y/x 2 + y — X = 2 


X > —2 

X 2 + y = X 2 + 4íc + 4 


Thay y = 4x + 4 lên (1) vô nghiệm 


TH2 : y/x 2 + y 



X >2 

X 2 + y = X 2 — 4x + 4 


Thay y — —4x + 4 thay lên (1) cũng vô nghiệm 
Vậy hệ đã cho vô nghiệm □ 


Câu 420 


(x 4 — 2x 3 + x 2 )(y 2 — 2y + l) = 16 y 
2 x 2 y — 2 xy + y 2 — 10 y + 1 = 0 


Giải 


Thực ra loại hệ này bạn đọc cũng đã gặp vài câu trước đó rồi. Đây gọi là ý tưởng "đổi hằng 
số". 

Hệ đã cho tương đương 

í (r= - xf{y - 1)2 = 16S, í ^ z 16 

\2y(x 2 + x) + (y-l) 2 =Sy 1 2(i 2 - x) + hz+! = 8 

l y 

(y — 1 ^ 

Chú ý y > 0 ta đặt u = X 2 — X, V = — -— > 0. Hệ trở thành 

y 


U 2 V — 16 
2u + V — 8 




u — 2, V — 4 

u= 1 - 75,17 = 6 + 2^ 
u = 1 + 75; V = 6 - 275 


Đến đây dễ dàng thay lại tìm X, y 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : 
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(*;») = (- 1;3±2V2),(2;3±2V2), 


ị l±Vị+^ . 4 _ yị ±2 ựỉ,-2vi) □ 


Câu 421 


x 2 y 2 


(x-y) 2 = 1 
x{xy + y + 1) = y(xy + 1) + 1 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 


(x — y + xy) 2 = 1 — 2 xy(x — y) 
xy(x — ỳ) + xy + X — y = 1 


u 2 = 1 — 2v 
u + V = 1 


u — 1 , V — 0 


Đến đây dễ dàng trả lại ẩn (x; Ị/) 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : {x\ y) — (0; —1), (1; 0), (±1; ±1)D 



1 (2x - l) 2 + 4(y - l) 2 = 22 

Câu 422 

\xy(x - l)(y - 2) - 1 


Giải 


Rõ ràng muốn che giấu ý tưởng khi phương trình (1) bỏ ngỏ hằng số ở 2 bên. Với những kiểu 
che giấu này ý tưởng thường là đặt ẩn phụ. Bởi nếu khai triển và rút gọn thì ẩn phụ sẽ hiện ra. 
Hệ đã cho tương đương 

J Ax 2 — 4x + 4 y 2 — 8y = 17 
ị(x 2 - x)(y 2 - 2y) = 1 

Đến đây đặt X 2 — X = a, y 2 — 2y = b ta có 


{ a + b — 
ab — 1 


17 

T 




a = 4, b = - 

1 t \ 
a = V, b = 4 
4 


Đến đây trả lại ẩn X, y và ta dễ dàng giải ra kết quả. 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — ị ——; 1 ± y/b Ị , 


'l±\/Ĩ7_2± Võ' 


□ 
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Chương 3. Cập nhật các bài toán mới 


Câu 423 


3 x 3 y 3 — 2x 3 + y 3 
X + y = 2 xy 3 


Giải 

Nếu giờ nhân vế với vế sẽ ra đẳng cấp bậc 7. Nghe có vẻ hơi nản nhỉ. cố gắng làm giảm bậc 
bằng cách chia. 

Dễ thấy X = y = 0 là 1 nghiệm của hệ 
Với x,y 7 ^ 0. Hệ đã cho tương đương 



= 2 


Đặt a — —, b — - hệ đã cho trở thành 
X y 


3 + 2b 3 = 3 
ab 2 + b 3 = 2 


Đây là hệ đẳng cấp đã biết cách giải. Xin nhường lại cho bạn đọc (mặc dù có nghiệm không 
đẹp cho lắm) 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : 

(x- y) = (0; 0), (1; 1), -^7-4^1 + y/3ỶJ , (ự7 + 4y/3-, ị(y/3 - 1) {/7 + 4 ^ □ 


Câu 424 


y/ x + y + y/ x ~y = 3 

\/x + y - A Jx-y = 4 


ị 

'í 


X + y 

x-y 

x-y 

X + y 


Giải 


Điều kiện :... 

Nhân vế với vế ta được 

(x + ỳ) — (x — y) = 12 <í=> y = 6 
Thay lên phương trình (1) ta được 


\Jx + 6 + yj X — 6 = 3 


X + 6 


^ ỉ{x) = g(x) 


Ta có f(x) — , 1 + 


x — 6 

> 0 nên f(x) là đơn điệu tăng 


g'(x) = 


2\jx + 6 2a Jx — 6 

_ịg 

< 0 nên g(x) đơn điệu giảm 


(x — 6 y 


X + 6 
X — 6 
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Vậy phương trình có nghiệm : X — 10 là duy nhất 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : {x\ y ) = (10; 6)D 


Câu 425 


X 3 + x 2 (y — 1) — 5(x + y) = 5 
3\/l + 2x 2 + 2a/40 + 9y 2 = 5\/n 


Giải 


Phương trình thứ nhất tương đương 


(x 2 — 5)(x + y — 1) = 0 

THI : X 2 = 5 thay vào (2) ta được 

3VTl + 2ự9y 2 + 4ữ = bVĨĨ 4» 9y 2 + 40 = 11 (VL) 

TH2 : X + y — 1 xét (2) ta có 

3Vl + 2x 2 + 2a/40 + 9y 2 = V9 + 9x 2 + 9x 2 + y/l44 + 16 + 36r/ 2 


> ^225 + (3x + 4)2 + (3x + 6y) 2 > \Ị 225 + — + y + 4)2 = 5^ĩĩ 

? /1 2 \ 

Đắng thức xảy ra khi (x‘,y) — 


Câu 426 


2x + 5y = xy + 2 
X 2 + 4y + 21 = y 2 + lOx 


Giải 


Loại hệ này ở những câu 20 đã biết cách giải, tuy nhiên tôi vẫn muốn giới thiệu cho bạn đọc 
một ý tưởng phức hóa cho bài này. 

Hệ đã cho tương đương 

í 2 i(xy — 2x — 5y + 2) =0 
Ịx 2 — y 2 — 10x + ẩy + 21 = 0 
■&X 2 — y 2 + 2 xyi — 10 (a: + yi) — 4 i(x + yi) + 21 + Ai = 0 
^ 2 - (10 - 4i)z + 21 + 4i = 0 


A' = 16ĩ = 8 (i + l) 2 

r /= 5 + 2^2 + (2 + 2 y/2)i 
^ l z = 5 - 2\[2 + (2 - V2)i 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = (5 + 2\/2; 2 + 2\[2\ (5 — 2\/2; 2 — y/2)D 
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Chương 3. Cập nhật các bài toán mới 


Câu 427 


X 


— \J 2 + y/2 — a/2^+ 
= y/2- vSh 


Giải 

Hệ đối xứng loại 2. Tuy nhiên đoạn sau khá xoắn quẩy. Nếu ai từng làm dãy số thì khó có thể 
không nhận ra hình thức trên. 

Dễ dàng chứng minh được X = y G (0; 2).Đặt X — 2cos t,t G y— — ] —J. Phương trình thứ nhất 
trở thành 


2 cos t — J 2 + \J~2 — a/2 + 2 cos t 


y»2 cos t — \l 2 + \l2 — 2 cos - 


<^■2 cos t — y 2 + 2 sin — 


y^2cos t — \Ị4:sm 2 ^ J + g 

« s in(|-t)= s i n ^ + 0 

Đến đây giải ra t rồi trả lại biến x; y 

( 27T 2tt\ / 27T 2n\ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : [X] y) — [2 cos —; 2 cos —1,12 cos —; 2 cos — ] □ 


Tiếp theo mời bạn đọc qưay lại xem nhóm 296,297,298. Đấy là 3 ví dụ điển hình của việc phức 
hóa để giải các hệ đẳng cấp số lẻ. Giờ tôi xin giới thiệu với bạn đọc một số câu đẳng cốp bậc 
4 sử dụng phức hóa. Hãy vận dụng ví dụ trước để làm. 


Câu 428 


X 4 — 6 x 2 y 2 + y 4 = 

3 _3 1 

X y — xy — - 


V3 


Câu 429 

1 

X 4 — 6 x 2 y 2 + y 4 = 4 
x 3 y — xy 3 — —a/3 


Câu 430 

1 

x(x 4 — 10 x 2 y 2 + hy 4 ) — \/3 
y(y 4 — 10 x 2 y 2 + hx 4 ) — —1 
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Y tưởng xây dựng các bài toán trên tôi đã nêu ở nhóm 296, 297, 298 
Tiếp theo là nhóm câu tương tự nhóm 69 đến 73 và ý tưởng xây dựng chúng 


Câu 431 



78 y 

X 2 + y 2 
78x 


X 2 + y 2 


= 20 
= 15 


Nghiệm : (x-,y) — (2; 3), (18; 20)n 


Câu 432 


{ 9x + Vĩõy 

x ^ " 2 1 „,2 

x z + y z 

VĩÕx-9 y 

y “I o J 7T 

x z + y z 


= 3y/2 
= 0 


* / 

Y tưởng Xét 2 sô phức Z\ và Z 2 như sau 


Zị = a — bi 

z 2 — bi 

Như vậy Z\ , z 2 là nghiệm của phương trình 

z 2 — az + abi + b 2 = 0 
abi + b 2 


Zi + z 2 = a 
Zị.z 2 — abi + b 2 


■&z — a + 


= 0 


abiz . b 2 z 

•x^z T —— T —— — CL 

z.z z.z 

. . abi(x — yi) . b 2 (x — yi ) 

^x + yi + — r. o + —V—„ = a 


<í=> ị X + 


X + 


x z + y 
b 2 x + aby 
X 2 + y 2 
b 2 x + aby 


x z + y z 


+ y + 


abx — b 2 y 
X 2 + y 2 


I — a 


— a 


<=> 


X 2 + y 2 
abx — b 2 y 

y + —^~—— = 0 


X 2 + y 2 

Chọn a, b và ta thu được các hệ loại này. Ví dụ a = 7, b = y/5 ta sẽ thu được hệ 

5x + 7 ự5y 


X + 


= 7 


x 2 + y 2 

7^/lx - 5 y 

y H o I n,2 — ^ 

x z + y z 


Đây là câu 70. Tất nhiên những bài khác trong nhóm này hơi khác một chút vì chúng xuất 
phát từ xây dựng các số phức khác với bài này. Tuy nhiên ý tưởng đều là một. 
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Chương 3. Cập nhật các bài toán mới 


Tiếp nữa là nhóm các câu từ 89 đến 93 


Câu 433 


^(' 2+ 2^y= 3 ^ 

^( 2 -2ĩS)=^ 



Câu 435 


X 3 + 


= 2 


4:2x + y , 

^( 3 -42^C= 4 



Xy/1 -y 2 = \ 

. 1 

Câu 436 



yV 1 - X 2 = ^ 


Giải 


Hệ đối xứng loại 2. Tuy nhiên ta khó có thể giải quyết phần còn lại sau khi trừ đi 2 phương 
trình cho nhau. Hãy để ý một chút đến điều kiện. 

Điều kiện có nghiệm và xác định : 0 < X, y < 1 


r 7T 

Điều này khiến ta nghĩ đến lượng giác hóa. Đặt X — sin u, y — cosv với u, V G 0; — 
tương đương 


hệ đã cho 


ị 1 

' 1 

cos u sin V — - 

sinírí + v) — - 

ị 

2 < > 

cos V sin u = - 

siníu — v) — 0 

l 4 

t v ' L 


u — V — 


u — V — 


Õ7T 

ụ 

12 


Từ đó suy ra 


X = y = 


X = y = 


Vẽ+V2 

4 

Vẽ-V2 


^ Vẽ + V2'Vẽ + V2\ (\/6 — a /2 a /6 — y/ỉ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) = -^- , --:-; ——:- 


□ 
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Câu 437 


8 y 3 + 6y + 1 + \/3x 2 + IQy 2 — 19 
X 2 + 4 ý 2 — 4 


Giải 

Phương trình (2) khó có thể làm ăn được gì. Phương trình (1) cũng vậy vì phần tử X qưá đơn 
độc lại trong căn nữa. Vậy có thể xem kết hợp 2 phương trình vào nhan được không ? Chú ý 
khi thế lên sẽ tách thành tổng 2 hàm riêng biệt và biết đâu lại được cái gì. 

Thế 4y 4 lên trên ta được 

8 y 3 + 6y + 1 + a /16 — X 2 — 19 

Ý tưởng đánh giá rồi. Nhưng cần thêm một chút miền xác định. Phương trình (2) giúp ta điều 
đó. Dễ dàng từ (2) suy ra — 2 < X < 2, — 1 < y < 1 

Ta tiến hành khảo sát f(x) — \/16 — X 2 , g{y ) = 8 y 3 + 6y + 1 và sẽ rút ra 

f(x) + g(y) < f(0) + g{l) = 19 
Đẳng thức xảy ra khi (x; y) — ( 0 ; !)□ 


Câu 438 


X 4 + X 2 + 1 = ự 3 (y 7 + y 3 + X 2 ) 

X 2 + y 2 + y/8x 2 — 12 xy + 8 y 2 = X + y + 2 xy 


Giải 

Phương trình (1) rõ ràng không mần ăn được gì. Xem phương trình (2) xem nào. Nhìn thấy 
biểu thức trong căn rất quen thuộc với dạng phân tích sau 

8x 2 — 12 xy + 8 y 2 — 7(x — y) 2 + (x + y) 2 

Có vẻ nảy ra tử tưởng đánh giá với phương trình này rồi phải không. Ta có 

y/8x 2 — 12 xy + 8 y 2 — y/ĩịx — y) 2 + (x + y) 2 > \x + y\ > x + y 

X 2 + y 2 > 2 xy 

Vậy đẳng thức xảy ra khi X = y > 0 thay vào phương trình (1) ta có 

X 4 + X 2 + 1 = ^3(x 7 + X 3 + X 2 ) 

Phương trình này rõ ràng khá phức tạp, nhẩm được X = 1 liệu có tư tưởng liên hợp không ? 
Phần còn lại sau khi liên hợp chưa chắc đã giải quyết dễ dàng đâu. Loại này liên hợp không 
được chỉ có nước đánh giá. Đặt X 2 = a, X = b, 1 = c phương trình trở thành 

a 2 + b 2 + c 2 = ự 3 (a 3 b + b 3 c + c 3 a ) 

Liệu có nhìn ra đấy chính là một hình thức của 1 bất đẳng thức quen thuộc không ? Tôi xin 
phát biểu lại 

Bài toán (Vasile Cirtoaje): Cho a, b, c là các số thực không âm ta luôn có 

a 2 + b 2 + c 2 > y/3(a 3 b + b 3 c + c 3 a) 
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Chứng minh : 

2(a 2 + b 2 + c 2 ) — 6 (a 3 b + b 3 c + c 3 a ) 

= (a 2 — 2 ab + bc — c 2 + ca) 2 + (ỉ) 2 — 2ỒC + ca — a 2 + ab) 2 + (c 2 — 2ca + ab — b 2 + bc ) 2 > 0 

( <477 r\ 2>7T 0 7ĩ\ 

sin 2 -y-; sin 2 -A\ sin 2 y J và các hoán vị □ 

Với phương trình trên rõ ràng trường hợp 2 không xảy ra, vậy x 2 = x = l=>x = l 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y ) = (1; !)□ 



Ị y/x + yjỹ + 2(x 2 + y 2 ) = 4 + 2 xy 

Câu 439 


Ị Xa/3x 2 + 6 xy + y\j3y 2 + 6 xy — 6 


Giải 

Điều kiện : X, y > 0 

Áp dụng bất đẳng thức AM — GM ta có 

X\j3x 2 + 6 xy + y\j3y 2 + 6 xy > 2 ^Ịxy. ^3x 2 + < ỏxy.\/3y 2 + ~6xỹj 

> 2. \Ịxy\J (9 x 2 y 2 + 18 xy(x 2 + y 2 ) + 36x 2 y 2 ) 

> 2. \Ịxy\ị(9(xy) 2 + 36(xy) 2 + 36 (xy) 2 ) 

— 6xy 

Suy ra xy < 1 (1). 

Mà ta lại có 

_ / q 2 7 / q 2 7 hVh _ y.y/9ỹ.y/3y + 6 x 

xy 3x z + 6 xy + y\J3y í + oxy — -h---1- 7 —^- 

0 0 

12 x 2 + 6 xy 12 y 2 + 6 x 1 / 2 2 

< - 7 -+-X-- = 2(x +y + xy) 

6 6 

Vậy ta suy ra: X 2 + y 2 + xy > 3 Mà xy < 1 nên X 2 + y 2 > 2 . Từ phương trình thứ nhất ta có: 

4 + 2 xy > \/^ + + 4 > 2. ỳxỹ + 4. 

Vậy suy ra xy > ^xỹ •<=>■ ^/õũ/ > 1 Hay xy > 1 (2). 

Từ (1); (2) ta suy ra xy = 1. Và từ các dấu bằng bất đẳng thức ta có X = y = 1. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) — (!;!)□ 
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Câu 440 


\3x + 2| + |5 -6y\ = 7 

{x ~ 3y) U-ỉy-ựỹ)-^ = 0 


Giải 


Điều kiện : X > 2y\ X, y > 0 
Đặt \Jx — 2 y — a; y/ỹ = (a,b > 0) 


(2) (a 2 — b 2 ) —- = b^a = 0^x = 2y 

a — b 


Thay vào (1) ta được: 


3x + 2 I + I 5-3x 1= 7 (3) 


Mà VT( 3) >1 3x + 2 + 5 — 3x 1= 7. Dấu ’=’ xảy ra khi: 


Đối chiếu với ĐK ta thấy chỉ X = 
Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) — 


r là thỏa mãn. 




3.2 Từ câu 441 đến câu 455 


X 


Câu 441 


+ 


X 


2y 2 -3 


2x 2 — X — 3 2x 2 + X — 3 y 

y y 2x 2 — 3 

2y 2 — y — 3 2|/ 2 + y — 3 X 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 


X 


X 


2x 2 


X 


3 + 2x 2 + X - 3 


y 


+ 


y 


2y 2 -3 

y 

2x 2 — 3 


+ 


2x 2 — 3 ' 2x 2 - 3 

- -- - 1 —- -+1 




X 


X 


2y 2 -y-3 2y 2 + y - 3 

2x 2 — 3 


X 


+ 


2y 2 — 3 1 2y 2 — 3 

—- - 1 —-- + 1 


2ị/ 2 — 3 

y 

2x 2 -3 

X 


y 


y 


a — 


Đặt : 


b = 


2y 2 X _ 2 Khi đó hệ trở thành : 


y 


1,1 

+ —- = b 


a — 1 a + 1 
1 , 1 

ị—ị + ~ a 
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Đây là hệ đối xứng loại 2 không khó, ta sẽ giải ra 


a = b = 0 
a — b — —\/ĩ> 
a — b — \/3 


Từ đó suy ra 



-V3Vy=Ệ 

v/3_ \ 

- 2 vy = V3 


Vậy hệ đã cho có cả thảy 12 nghiệm □ 



J X 3 + y 3 + 2xy(x + y) = 6 

Câu 442 

Ịx 5 + y 5 + 30xy — 32 


Giải 


Phương trình thứ 2 tương đương 

X 5 + y 5 + 5xy(x 3 + y 3 + 2 xy(x + y)) = 32 (x + y) 5 = 32 X + y = 2 
Phương trình (1) tương đương 

(x + y) 3 — xy(x + y) = 6 8 — 2 xy = 6 xy = 1 

2 

<í=> X = y = 1 

có nghiệm : (x; 2 /) = (1; !)□ 


Vậy 


X + y = 
xy = 1 
Vậy hệ đã cho 



J x(x + ỳ) = 6 

Câu 443 

[x 3 + y 3 + 18y — 27 


Giải 


Phương trình (2) tương đương 

X 3 T y 3 T 3y.x(x + y) = 27 (x + y) 3 = 27 X + y = 3 

Vậy (1) sẽ là : 3x = 6 X = 2 => y = 1 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (2; !)□ 
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Hệ đã cho tương đương 

(1 + x)(l + x 2 )(l + X 4 ) + X 7 = (1 + y)(l + y 2 )( 1 + y 4 ) + y 7 
Xét f(t) — (1 + í)(l + í 2 )(l + í 4 ) + t 7 ta có 

/'(í) = llí 6 + 3 t A {t + l) 2 + 2 tt 2 (t + l) 2 + (t + l) 2 > 0 
Từ đó suy ra ngay X — y thay lại (1) ta được 

(1 + x)(l + x 2 )(l + X 4 ) = 1 + X 7 (1 — x)(l + x)(l + x 2 )(l + X 4 ) = (1 + x 7 )(l — x) 

1 — X 8 = 1 — X + X 7 — X 8 X = 0, — 1 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (0; 0), (—1; —!)□ 



Từ hệ ta có đk : X > 0; y > 0 

ị (x 4 y 4 — y 2 ) 2 = 2x (1 — x 3 y 6 ) (1) 

Hệ đã cho tương đương : < 1 

{ 1 + - = yVỹ + Vỹ (2) 

Từ (1) suy ra 1 — x 3 y 6 > 0 => - > y 2 1 + — > y 2 + 1, (3) 

Từ (2) và (3) suy ra yựỹ + ựỹ > y 2 + 1 4» (y/ỹ - l) 2 (y + y/ỹ + l) < 0 4» y = 1. 

Thay y = 1 vào hệ ta được X = 1 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (1; !)□ 


Câu 446 



X + y 


+ 3 (xy + l) 2 
= 2 


= 5 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 


X 4 + y A + x 2 y 2 + Qxy = 2 
X 2 T xy T y~ = 2(x + y) 
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Để ý một đẳng thức sau 

X 4 + y 4 + x 2 y 2 — (x 2 — xy + y 2 )(x 2 + xy + y 2 ) — 2(x + y)(x 2 — xy + I/ 2 ) = 2(x 3 + y 3 ) 
Vậy phương trình (1) trở thành 

2(x 3 + y 3 ) = 2 — 6aư/ (x + y — 1) [(x — y) 2 + (x + l) 2 + (y + l) 2 ] = 0 


THI : X = y = — 1 vô nghiệm 

TH2 : X = 1 — y thay vào (2) ta được 


y -y 


1 = 0 ^ 


y = 


y = 


1 + a/5 

2 

1 - a/5 


X — 


V5 


X — 


2 

1 + ỰE 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 


2 2 

1 — a/5 1 + a/5\ /l + V5 1 - Vo ' 


□ 


Câu 447 


X 3 — 2 y 3 + 1 = 3 (x 2 + y 2 ) 

(x - yf - 2 (x - y) = y ^ 1 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 


(x — 2 y) 3 + 6y (x — y) 2 + 1 = 3 (x 2 + y 2 ) 
2 y (x - yf = Ay (x - y) + y 2 + 1 


Thế 2 y[x — y) 2 từ (2) lên và làm gọn ta thu được 

(x — 2y) 3 — 3 (x — 2yf + 4 = 0 

Đến đây thay lại và dễ dàng tìm ra nghiệm 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (0; —1); (3; —1); (0; ; 

X — 2y = —1 

X — 2y — 2 

-); (3; 1 ) ; (3 ± 2^; 2 ± Vã) □ 

Câu 448 

Ị 7 a /16 — ý 1 = (x — l)(x + 6) 



Ị (x + 2) 2 + 2(y — 4) 2 = 9 



Giải 
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Hệ đã cho viết lại thành 

Ị 7a/16 - y 2 = 0 - l)(z + 6) 
\2(y-ị) 2 = 9- (x + 2) 2 

Từ phuơng trình (1) ta suy ra (x — l)(a: + 6) > 0 X > 1 V X < — 6 

Từ phương trình (2) : 9 — {x + 2) 2 ^ 0 {x + 2) 2 < 9 — 5 < X < 1 

Kết hợp 2 điều trên suy ngay X — 1 =+ y — 4 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x;y) — (1; 4)D 


Câu 449 


y 2 + 2 x = 1 + vT+x + 2 y/l + y 
(:y - x) {y + 1) + ( y 2 - 2) y/l + x = 1. 


Giải 


Phương trình (2) viết lại như sau 

y+ 1 - ——r = Vx + 1 + 1 - 7=== , - 

y+ 1 v^+ĩ+1 

^ f(y +1) = f(Vx +1 +1) 
í/ + 1 = \/x + 1 + 1 X = y 2 — 1, (y > 0), (3) 
Thay vào phương trình (1) ta được 

3 y 2 + 2y = 3 (y + 1) + 2y/y + l 

Rõ ràng 2 vế đều có dạng ,g(t) = 3í 2 + 2t đơn điệu tăng với t > 0 vậy suy ra 


<*y = Vỹ~+Ĩ <^y = 


1 + 75 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x] y) — ị — 77 — ] 


□ 


Câu 450 


yj2x 2 + 1 - 1 = X Ụy + 1 - ựỹ - 1) 
x(x- 2 ) + (y- l) 4 = 2 xy (y - 2) 


Giải 

Điều kiện có nghiệm : X > 0, y > 1 
Phương trình thứ nhất tương đương với 

2 x 2 2 x 

V 2 x 2 + 1 + 1 yjy + 1 + yjy - 1 
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THI : X — 0 =>- y — 1 

TH2 : : /o„2 x 1 I -r = ./Ĩ7ŨTT ! += T ** x ^ y + 1 + Vy- 1 ) = V2x 2 +1 +1 

V2x 2 + 1 + 1 Vỉ/ + 1 + Vỉ/ - 1 

Kết hợp với phương trình (1) ban đầu ta được A Jy — 1 = — thay vào (2) ta được 

X 

X 10 — 2x 5 + l = ữ^x = l=>y = l 
Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — (0; 1), (1; !)□ 


Câu 451 


X 2 + y 2 = 5 

X 5 + y 5 = ll(x + ỳ) 


Giải 


Hệ đã cho tương đương 


X 2 + y 2 = 5 

(x + ỳ) ị{x 2 + y 2 ) 2 — xy — xy(x 2 + y 2 ) — llj = 0 

Thế X 2 + ý 1 = 5 từ trên xuống ta được 

(x + y)(xy — 2 ){xy + 7) = 0 


THl:+ 2+!/2 : 5 « 

X + y — 0 


TH2: + + 2 + !/2 = 5 « 


TH3 : 


xy = 2 

X 2 + y 2 = 5 
xy — —7 


x = -^r y= \ 2 

x = ^2’ v = ~]ỉl 

X = -2,y = -1 
X = -l,y = -2 
x = 2,y = 1 
x = l,y = 2 


(Vô nghiệm) 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; ỉ/) = ị ±Jị] T\Jị I , (±2; ±1), (±1; ±2)D 



( 

Câu 452 

1 X 3 — 2y + 2 = 0 


1^ \Jx + 4 ỳ 2 + \Jx Ầ + 2 — y/—x + 4 y 


Giải 

Điều kiện : 

X < {-4í/ 2 ;4t/} 
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Có lẽ không làm ăn được gì từ (1) chẳng lẽ lại thế nó xuống (2) ?. ta sẽ khai thác từ (2), với 
hình thức này cứ bình phương xem như nào. Phương trình (2) tương đương 

X 2 + 4 y 2 + X 2 + 2 + 2a/(x + 4 y 2 )(x 2 + 2) = —X + 4 y 
4»(x + l) 2 + (2 y - l) 2 + 2\J (x + 4y 2 )(x' 2 + 2) = 0 


vế trái là tổng các số hạng không âm, đẳng thức xảy ra khi 


{ X — —1 

y= 2 
X + 4 y 2 


= 0 


Thay vào (1) thấy thỏa. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x] y ) = 



□ 


Câu 453 


X 


8 X = y 4 — 7 y 


Bài toán : Giải hệ phương trình sau 


(x 2 — y 2 ) 3 — 15 

Nếu các bạn tinh ý thì hình thức bài này giống hệt bài 160. Thay đổi mỗi một chút xíu về hệ 

số. Một câu hỏi được đặt ra là vì sao tôi đưa ra bài này và thay hệ số bài toán một cách bất 

kì có giải được không ? Xin thưa là nó có theo một quy luật. Tất nhiên tôi sẽ không giải bài 
này mà tôi muốn đưa ra một bài toán tổng quát cho nó. 

c 4 — ax = y A — (a — 1 )y 
(x 2 — y 2 ) 3 = 2a — 1 

Cấc bạn có thể giải bài toán này, hãy làm y như câu 160 là ra. 

AT , , „ . . í a a — 1 \ (ựĩã 

Nghiệm tổng quát (z; y) = -^ 2 = 1 ) • {— 

Bài 453 là trường hợp với a = 8 nên nghiệm của nó là : 

(I; „) = { 8 7\ ( ■yis+1 ỹỹj-i \ 

(,y> l^Ĩ6 ; 2 ' 2 ) 

Câu 160 như vậy có sự tổng quát, bạn đọc thử tổng quát câu 161 và 219 xem, nếu thành công 
gửi thử góp ý cho tôi nhé ! (vì tôi chưa nghĩ ra) 


a. 

T+l ^2 a -1-1 


□ 


Câu 454 


2xy 2 (l + \j4x 2 + 1) — y + \/y 2 + 2 
2yx 2 (l + a/4 y 2 + 1) — X + \/X 2 + 1 


Giải 


Bài toán này rõ ràng mang sặc mùi "troll" khi hình thức rất trêu ngươi, tuy nhiên, hãy bình 
tĩnh và xem xét hệ này. Để ý cả 2 phương trình khi chia lần lượt cho y 2 và X 2 sẽ cô lập được 
2 hàm và ta hi vọng nó sẽ ra cái gì đó. Tinh quái hơn nữa thực ra dạng xét hàm này rất quen 
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thuộc và ta ưu ái làm (2) trước. Nhận xét X = 0 không là nghiệm của hệ. Phương trình (2) 
tương đương 

2 y + 2?/y/ ẩy 2 + ĩ = ị + ị V "4 + 1 

X X V X 

Hai vế đều có dạng f(t) — t + t\/t 2 + 1 và hàm này tăng. Từ đó suy ra 2 y = — thay lên (1) ta 

X 

có 

y(l + Vỹ* + l)=y+ Vỉ/ 2 + 2 ^ yVy 2 + ĩ = vV + 2 ^y i = 2^y = <Í2 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x; y) — 



Câu 455 

\ 

x 2 y/2{x — 3) + (x + 1 )(ị/ — 1 ) = ^3x-ị 


^x 2 + X + 1 — \/y 2 — y + 1 = \J X 2 — xy + y 2 


Giải 


Đây là một bài hệ khá khó cả từ đầu đến cuối 
Điều kiện : X ^ 3 

Phương trình thứ (2) tương đương 

\J X 2 — xy + y 2 + \J y 2 — y + 1 = V X 2 + X + 1 


Áp dụng bất đẳng thức Minkowski ta có 


VT = 









= VP 


y 

ị . 11 • 1 2 y x 

Đăng thức xay ra khi —-V = ——— <=i>xy + y = x<=>y = —— 

y t 1 — y X + 1 

2 + 2 

Thay lên (1) ta được 


x 2 y/2(x + 3) - 1 = 



1 

2 
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Đây là một phương trình vô tỷ rất khó, gần như không có định hướng gì để làm. Tôi phải sử 
dụng đến công cụ Wolframalpha để suy ra hướng giải. Phương trình đã cho tương đương 


X (^\/2x 3 — 6x 2 — 1 j 

x(2x 3 — 6x 2 — 1) 
\/2x 3 — 6x 2 + 1 


x(2x 3 — 6x 2 — 1) 
\/2x 3 — 6x 2 + 1 


= ỉl 3x ~ị - ( x - !) 

3x — ^ — (x 3 — 3x 2 + 3x — 1) 

ĩj( ỉx -lỴ +(z-i)ỷ / ã^Ị+(*-i ) 2 

— ^(2x 3 — 6x 2 — 1) 

V ( 3l ■ ỉ ) 2 + (l " 1 '>\Ị ĩx ~l +(x - 1)2 


Đến đây rút ra em phương trình nhẹ gọn hơn là 


2x 3 — 6x 2 — 1 = 0 


Phương trình này có 1 nghiệm xấu, đành phải dùng hàm Hypebolic vậy, bạn đọc xem lại câu 
215 nhé. Ta sẽ giải ra 


X = 1 + \^2 + -^= => y = 

ặ2 


1 + ^ + ệ 

2 + ^ + Ì 


ặ2 + 1 

v^4 + 2\f2 + 1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm : (x]y) — 


1 + ^2 + 


1 _ \[Ả + Ẵ/2 + 1 \ 

\ỉi' ^4 + 2^+ 1 ) 


□ 
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